
不用微积分，验证圆锥曲线可以成为引力轨道
只用守恒量、圆锥曲线的焦点性质与初等几何，逐一验证椭圆、抛物线和双曲线都能成为平方反比
引力轨道。

2026年8月25日· 物理 · 经典力学 · 圆锥曲线 · 开普勒轨道

通常从牛顿引力推出圆锥曲线轨道，要解二阶微分方程，或者先写出轨道的极坐标方程。其实，如果问题只是
说明某条圆锥曲线可以成为轨道，还有一条很漂亮的逆向道路：先假定轨迹，再用焦点几何算出速度方向，最
后让能量与角动量在整条曲线上同时成立。

这个论证的计算部分只需要：

机械能守恒；

角动量守恒；

圆锥曲线的光学性质；

余弦定理和系数匹配。

下面先完整处理椭圆，再用同一种办法验证双曲线与抛物线。三种结果最终会合并成同一个偏心率公式。

共同起点：能量只决定速率

中心天体位于焦点 ，质量为 ；运动天体为 ，质量为 。记 ，给定角动量大小 ，总机
械能  的符号暂不限定。

平方反比引力的势能为

机械能守恒给出

所以任一候选轨道上距离焦点  为  的点，其速率必须满足

物
理

· 

· 

· 

· 

F1F_1F1 MMM PPP mmm r=PF1r=PF_1r = PF1 L>0L>0L > 0
EEE

U(r)=−GMmr.U(r)=-\frac{GMm}{r}.U(r) = − .
r

GMm

E=12mv2−GMmr,E=\frac12mv^2-\frac{GMm}{r},E = mv −
2
1 2 ,

r

GMm

F1F_1F1 rrr

v2=2Em+2GMr.\boxed{v^2=\frac{2E}{m}+\frac{2GM}{r}}.
.v = +2

m

2E
r

2GM
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这一步只确定“跑多快”；速度方向由候选曲线的切线决定。以下三次验证都从这个式子出发。

椭圆：距离和固定

设候选轨道是椭圆，两个焦点为 ，半长轴为 ，半短轴为 ，中心到焦点的距离为 。于是

并且

记 ，便有 。我们要选择合适的 ，使天体沿椭圆切线运动时，在每一点都具有同
一个机械能  和同一个角动量 。

焦点三角形与切线夹角

椭圆 · 距离和固定
先读左侧距离关系，再看右侧 P 点局部角度。

F₁ F₂

P

2a − rv

r

F₁F₂ = 2c

PF₁ + PF₂ = r + (2a − r) = 2a

P 点局部放大
两种角度分区标注

P

PF₁

PF₂

v

r

α

θ

绿色：焦点夹角 α

紫色：位矢—速度夹角 θ

sin θ = cos(α/2) = b / √[r(2a − r)] b² = a² − c²

椭圆中 PF₁+PF₂=2a；切线平分两条焦半径所成的外角，余弦定理把速度夹角化为距离函数。

令

椭圆的光学性质告诉我们：  点切线平分两条焦半径所成的外角。若  是速度方向（切线方向）与位矢 
的夹角，那么取正弦后不受射线反向影响，并且

F1,F2F_1,F_2F ,F1 2 aaa bbb ccc

F1F2=2c,b2=a2−c2,F_1F_2=2c,\qquad b^2=a^2-c^2,F F =1 2 2c, b =2 a −2 c ,2

PF1+PF2=2a.PF_1+PF_2=2a. PF +1 PF =2 2a.

r=PF1r=PF_1r = PF1 PF2=2a−rPF_2=2a-rPF =2 2a − r a,ca,ca, c
E<0E<0E < 0 LLL

α=∠F1PF2.\alpha=\angle F_1PF_2.α = ∠F PF .1 2

PPP θ\thetaθ F1P→\overrightarrow{F_1P}F P1
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在三角形  中使用余弦定理：

于是

利用半角公式，并记 ，得到

现在先把椭圆几何所给出的角动量记作 ，以免提前把它当成常数：

平方后为

系数匹配：选择椭圆参数

代入第一步的速率：

sinθ=sinπ−α2=cosα2.\sin\theta =\sin\frac{\pi-\alpha}{2} =\cos\frac{\alpha}{2}.sin θ = sin =
2

π − α
cos .

2
α

F1PF2F_1PF_2F PF1 2

(2c)2=r2+(2a−r)2−2r(2a−r)cosα.(2c)^2 =r^2+(2a-r)^2-2r(2a-r)\cos\alpha.(2c) =2 r +2 (2a − r) −2 2r(2a − r) cosα.

1+cosα=2r(2a−r)+r2+(2a−r)2−4c22r(2a−r)=(r+2a−r)2−4c22r(2a−r)=2(a2−c2)r(2a−r).\begin{aligned} 1+\cos\alpha &=\frac{2r(2a-r)+r^2+(2a-r)^2-4c^2} {2r(2a-r)}\\ &=\frac{(r+2a-r)^2-4c^2}{2r(2a-r)}\\ &=\frac{2(a^2-c^2)}{r(2a-r)}. \end{aligned}1 + cosα =
2r(2a − r)

2r(2a − r) + r + (2a − r) − 4c2 2 2

=
2r(2a − r)

(r + 2a − r) − 4c2 2

= .
r(2a − r)
2(a − c )2 2

b2=a2−c2b^2=a^2-c^2b =2 a −2 c2

sinθ=cosα2=a2−c2r(2a−r)=br(2a−r).\boxed{ \sin\theta =\cos\frac{\alpha}{2} =\sqrt{\frac{a^2-c^2}{r(2a-r)}} =\frac{b}{\sqrt{r(2a-r)}} }.
.sin θ = cos = =

2
α

r(2a − r)
a − c2 2

r(2a − r)

b

Λ(r)\Lambda(r)Λ(r)

Λ(r)=mvrsinθ=mvbr2a−r.\begin{aligned} \Lambda(r) &=mvr\sin\theta\\ &=mvb\sqrt{\frac{r}{2a-r}}. \end{aligned}Λ(r) = mvr sin θ

= mvb .
2a − r

r

Λ(r)2=m2b2v2r2a−r.\boxed{\Lambda(r)^2 =m^2b^2v^2\frac{r}{2a-r}}..Λ(r) = m b v2 2 2 2

2a − r

r

Λ(r)2=m2b2r2a−r(2Em+2GMr)=2mEb2 r+2GMm2b22a−r.\begin{aligned} \Lambda(r)^2 &=m^2b^2\frac{r}{2a-r} \left(\frac{2E}{m}+\frac{2GM}{r}\right)\\ &=\frac{2mEb^2\,r+2GMm^2b^2}{2a-r}. \end{aligned}Λ(r)2 = m b +2 2

2a − r

r (
m

2E
r

2GM )
= .

2a − r

2mEb r + 2GMm b2 2 2
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若要对椭圆上的每一个  都有 ，分子就必须恒等于

比较  的系数与常数项：

因此

以及

因为 ，所以 、 。最后取

采用这些参数后，前面的恒等式立即变成

也就是说，沿整条椭圆计算出的角动量与位置  无关，恒为给定值 。

椭圆的存在条件

 只保证半长轴  和  为正，却还不能单独保证  是实数。由  必须有

代入上面求出的 ，可写成

rrr Λ(r)2=L2\Lambda(r)^2=L^2Λ(r) =2 L2

L2(2a−r).L^2(2a-r). L (2a −2 r).

rrr

2mEb2=−L2,2mEb^2=-L^2, 2mEb =2 −L ,2

2GMm2b2=2aL2.2GMm^2b^2=2aL^2.2GMm b =2 2 2aL .2

b2=−L22mE\boxed{b^2=-\frac{L^2}{2mE}}
b = −2

2mE
L2

a=−GMm2E.\boxed{a=-\frac{GMm}{2E}}.
.a = −

2E
GMm

E<0E<0E < 0 a>0a>0a > 0 b2>0b^2>0b >2 0

c=a2−b2=(GMm2E)2+L22mE.\boxed{ c=\sqrt{a^2-b^2} =\sqrt{ \left(\frac{GMm}{2E}\right)^2+\frac{L^2}{2mE} }}.
.c = =a − b2 2 +(

2E
GMm)

2

2mE
L2

Λ(r)2=L2,\Lambda(r)^2=L^2, Λ(r) =2 L ,2

rrr LLL

E<0E<0E < 0 aaa b2b^2b2 ccc c2≥0c^2\ge0c ≥2 0

a2−b2≥0.a^2-b^2\ge0. a −2 b ≥2 0.

a,ba,ba, b
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或等价地

这正是给定角动量  时束缚轨道所允许的能量范围。

当等号成立时， ，椭圆成为圆；

当不等号严格成立时， ，得到真正的非圆椭圆；

若  更小，公式会给出 ，说明这组  不可能对应实轨道；

若 ，则是穿过中心的退化径向运动，不是通常意义下的椭圆。

用偏心率  表示，这个结果也可写成

对允许的 ，自然有 。

双曲线：距离差固定

现在令 ，并考察双曲线靠近焦点  的一支。仍记

这里  是双曲线的半实轴；若  是中心到焦点的距离，则

与椭圆的“距离和固定”相比，双曲线使用的是

1+2EL2G2M2m3≥0\boxed{ 1+\frac{2EL^2}{G^2M^2m^3}\ge0 }
1 + ≥ 0

G M m2 2 3

2EL2

−G2M2m32L2≤E<0.\boxed{ -\frac{G^2M^2m^3}{2L^2}\le E<0 }.
.− ≤ E < 0

2L2

G M m2 2 3

LLL

· c=0c=0c = 0

· 0<c<a0<c<a0 < c < a

· EEE c2<0c^2<0c <2 0 E,LE,LE,L

· L=0L=0L = 0

e=c/ae=c/ae = c/a

e2=1+2EL2G2M2m3.\boxed{ e^2=1+\frac{2EL^2}{G^2M^2m^3} }.
.e = 1 +2

G M m2 2 3

2EL2

E<0E<0E < 0 0≤e<10\le e<10 ≤ e < 1

E>0E>0E > 0 F1F_1F1

r=PF1,PF2=r+2a.r=PF_1,\qquad PF_2=r+2a.r = PF , PF =1 2 r + 2a.

a>0a>0a > 0 ccc

b2=c2−a2.b^2=c^2-a^2. b =2 c −2 a .2

PF2−PF1=2a.PF_2-PF_1=2a. PF −2 PF =1 2a.
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同一个焦点三角形，不同的半角公式

双曲线 · 距离差固定
只画靠近引力中心 F₁ 的右支，避免两支造成视觉干扰。

F₂

F₁

P

r + 2a

2c

v

r

PF₂ − PF₁ = 2a

P 点局部放大
上方看 α，下方看 θ

P

PF₁

PF₂

vr

α

θ

α：两条焦半径的夹角
θ：位矢与速度的夹角

sin θ = sin(α/2) = b / √[r(r + 2a)] b² = c² − a²

双曲线近 F₁ 的一支满足 PF₂−PF₁=2a；切线的光学性质与余弦定理给出速度夹角。

仍设 。双曲线的光学性质给出

在三角形  中，

这次计算的是 ：

因此

α=∠F1PF2\alpha=\angle F_1PF_2α = ∠F PF1 2

sinθ=sinα2.\sin\theta=\sin\frac{\alpha}{2}.sin θ = sin .
2
α

F1PF2F_1PF_2F PF1 2

cosα=r2+(r+2a)2−4c22r(r+2a).\cos\alpha =\frac{r^2+(r+2a)^2-4c^2}{2r(r+2a)}.cosα = .
2r(r + 2a)

r + (r + 2a) − 4c2 2 2

1−cosα1-\cos\alpha1 − cosα

1−cosα=2r(r+2a)−r2−(r+2a)2+4c22r(r+2a)=4c2−(PF2−PF1)22r(r+2a)=2(c2−a2)r(r+2a).\begin{aligned} 1-\cos\alpha &=\frac{2r(r+2a)-r^2-(r+2a)^2+4c^2} {2r(r+2a)}\\ &=\frac{4c^2-(PF_2-PF_1)^2}{2r(r+2a)}\\ &=\frac{2(c^2-a^2)}{r(r+2a)}. \end{aligned}1 − cosα =
2r(r + 2a)

2r(r + 2a) − r − (r + 2a) + 4c2 2 2

=
2r(r + 2a)

4c − (PF − PF )2
2 1

2

= .
r(r + 2a)
2(c − a )2 2

sinθ=sinα2=br(r+2a).\boxed{ \sin\theta =\sin\frac{\alpha}{2} =\frac{b}{\sqrt{r(r+2a)}} }.
.sin θ = sin =

2
α

r(r + 2a)

b
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双曲线几何给出的角动量为

从而

代入共同的能量公式：

要让它恒等于 ，分子必须等于 。比较系数可得

因为 ，这些量对任意  都是实数。其偏心率满足

所以正能量对应一条双曲线散射轨道：天体从无穷远处带着非零剩余速度而来，绕过焦点后再次逃向无穷远。

抛物线：到焦点与准线等距

当  时，椭圆和双曲线公式中的  都趋于无穷，不能继续把“两个焦点距离”当作有限量；抛物线应改
用“焦点—准线”定义。

设  是焦点，  是准线，  是  到准线的垂足。抛物线定义给出

记焦点到准线的距离为 ，位矢  与轴的夹角为 。

Λ(r)=mvrsinθ=mvbrr+2a,\Lambda(r) =mvr\sin\theta =mvb\sqrt{\frac{r}{r+2a}},Λ(r) = mvr sin θ = mvb ,
r + 2a
r

Λ(r)2=m2b2v2rr+2a.\Lambda(r)^2 =m^2b^2v^2\frac{r}{r+2a}.Λ(r) =2 m b v .2 2 2

r + 2a
r

Λ(r)2=2mEb2 r+2GMm2b2r+2a.\Lambda(r)^2 =\frac{2mEb^2\,r+2GMm^2b^2}{r+2a}.Λ(r) =2 .
r + 2a

2mEb r + 2GMm b2 2 2

L2L^2L2 L2(r+2a)L^2(r+2a)L (r +2 2a)

b2=L22mE,a=GMm2E,c=a2+b2.\boxed{ b^2=\frac{L^2}{2mE},\qquad a=\frac{GMm}{2E},\qquad c=\sqrt{a^2+b^2} }.
.b = , a = , c =2

2mE
L2

2E
GMm

a + b2 2

E>0E>0E > 0 L>0L>0L > 0

e2=c2a2=1+2EL2G2M2m3>1.\boxed{ e^2=\frac{c^2}{a^2} =1+\frac{2EL^2}{G^2M^2m^3}>1 }.
.e = = 1 + > 12

a2

c2

G M m2 2 3

2EL2

E=0E=0E = 0 aaa

FFF ddd HHH PPP

PF=PH=r.PF=PH=r. PF = PH = r.

ppp FP→\overrightarrow{FP}FP ν\nuν
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等腰三角形直接给出速度夹角

抛物线 · 到焦点与准线等距
左侧读 PF = PH，右侧只看 P 点的角度关系。

对称轴

准线 d

F

P
H

PF = r

PH = r
v

r
ν

p

P 点局部放大
上方看 θ，下方看 α/2

P

PF

PH

v r
θ

α/2

α/2：切线平分角
θ：位矢—速度夹角

PF = PH = r p = r(1 + cos ν) sin²θ = cos²(ν/2) = p/(2r)

抛物线上 PF=PH；切线平分焦半径与轴平行线的夹角，由此得到 sin²θ=p/(2r)。

沿轴方向投影“焦点到准线”的距离，得到

抛物线的光学性质表明，切线平分  与  所成的角。由于  平行于轴，速度与位矢夹角的正弦满足

零能量时，能量守恒式变为

于是抛物线上任意一点的角动量为

p=r+rcosν=r(1+cosν).p=r+r\cos\nu=r(1+\cos\nu).p = r + r cos ν = r(1 + cos ν).

PFPFPF PHPHPH PHPHPH

sin2θ=cos2ν2=1+cosν2=p2r.\begin{aligned} \sin^2\theta &=\cos^2\frac{\nu}{2}\\ &=\frac{1+\cos\nu}{2}\\ &=\frac{p}{2r}. \end{aligned}sin θ2 = cos2

2
ν

=
2

1 + cos ν

= .
2r
p

v2=2GMr.v^2=\frac{2GM}{r}. v =2 .
r

2GM

Λ(r)2=m2v2r2sin2θ=m22GMrr2p2r=GMm2p.\begin{aligned} \Lambda(r)^2 &=m^2v^2r^2\sin^2\theta\\ &=m^2\frac{2GM}{r}r^2\frac{p}{2r}\\ &=GMm^2p. \end{aligned}Λ(r)2 = m v r sin θ2 2 2 2

= m r2

r

2GM 2

2r
p

= GMm p.2
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只要选择

就有 ，与位置  无关。这便验证了零能量轨道可以是抛物线；此时天体在无穷远处的速率趋于
零，恰好位于“返回”与“逃逸”的分界。

三类轨道其实是同一个公式

三次初等几何计算给出了同一个半通径

和同一个偏心率关系

总机械能 偏心率 轨道 几何定义

圆或椭圆

抛物线

双曲线

为什么这种逆向验证足够有力

这套论证不是从运动方程正向“解出”圆锥曲线，而是在做一件更直接的事：

假设路径是以引力中心为焦点的圆锥曲线；

能量守恒给出每一点的速率；

焦点性质和切线给出每一点的速度方向；

选择几何参数后，算出的角动量在每一点都恰好等于 。

角动量矢量守恒意味着关于  的力矩为零，也就是合力沿焦点方向；能量式中的势能  又固定了
平方反比引力。因而，在把能量守恒与角动量守恒作为平方反比中心力问题的两个第一积分之后，这个构造确
实验证了该椭圆是允许的运动轨道。

p=L2GMm2,\boxed{p=\frac{L^2}{GMm^2}},
,p =

GMm2

L2

Λ(r)2=L2\Lambda(r)^2=L^2Λ(r) =2 L2 rrr

p=L2GMm2\boxed{p=\frac{L^2}{GMm^2}}
p =

GMm2

L2

e2=1+2EL2G2M2m3.\boxed{ e^2=1+\frac{2EL^2}{G^2M^2m^3} }.
.e = 1 +2

G M m2 2 3

2EL2

−G2M2m32L2≤E<0-\dfrac{G^2M^2m^3}{2L^2}\le E<0− ≤
2L2

G M m2 2 3

E < 0 0≤e<10\le e<10 ≤ e < 1 PF1+PF2=2aPF_1+PF_2=2aPF +1 PF =2 2a

E=0E=0E = 0 e=1e=1e = 1 PF=PHPF=PHPF = PH

E>0E>0E > 0 e>1e>1e > 1 PF2−PF1=2aPF_2-PF_1=2aPF −2 PF =1 2a

1. 

2. 

3. 

4. LLL

F1F_1F1 −GMm/r-GMm/r−GMm/r
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需要诚实说明的是：“无微积分”指的是上述构造与代数验证过程不需求解微分方程。若要从牛顿第二定律严
格推导能量、角动量守恒，或证明“角动量守恒等价于零力矩”，通常仍会用到时间导数。这里把这些标准守
恒定律当作已知。

结论

在平方反比引力场中，只要给定  和允许的机械能 ，就能用纯几何与代数构造相应的圆锥曲线，使其
任意一点的机械能恒为 、角动量恒为 ：

：圆或椭圆；

：抛物线；

：双曲线。

整个核心只有一句话：

能量守恒决定“跑多快”，焦点几何决定“朝哪里跑”；让两者给出的角动量恒定，就反推出与  相配
的圆锥曲线。

L>0L>0L > 0 EEE
EEE LLL

· E<0E<0E < 0

· E=0E=0E = 0

· E>0E>0E > 0

E,LE,LE,L
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