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例1:解析代数

已知椭圆 ,函数 交椭圆于 两点，求 的最大值。

设 ，有： 

考虑到一共有 四个变量，以及三个约束条件，故有 个自由度.

显然如果可以确定其中一个变量的范围，其他变量的范围便迎刃而解:

为了在得到恒等变形的同时利用对称性，考虑(1)+(2)和(1)-(2)，则充要条件为:

做几个简单的观察:

由(4)不难看出 .

在(4)中, ,则 越大, 越小, 越大

(5)中m越大，2y_0越小，且 ,通过放缩可以消去

于是，我们进一步进行无损放缩(m=2):

( )正是解题的关键！不难看出 关于 单调递增，解得 .

于是根据(6)有:
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数学背景:双曲三角函数

双曲三角函数由双曲线 导出，故称为双曲函数

类似于三角函数，双曲函数有对应的恒等变换公式:

n≤−(2x0+2−x0)≤−52\begin{gathered} n\le -(2^{x_0}+2^{-x_0})\le -\frac{5}{2} \end{gathered}n ≤ −(2 + 2 ) ≤ −x0 −x0

2
5

x2−y2=1x^2-y^2=1x −2 y =2 1

{sinhx=ex−e−x2,coshx=ex+e−x2≥1,tanhx=sinhxcoshx=ex−e−xex+e−x=e2x−1e2x+1<1\begin{cases} \sinh x=\frac{e^x-e^{-x}}{2},\\ \cosh x=\frac{e^x+e^{-x}}{2}\ge 1,\\ \tanh x=\frac{\sinh x}{\cosh x}=\frac{e^x-e^{-x}}{e^x+e^{-x}}=\frac{e^{2x}-1}{e^{2x}+1}\lt 1 \end{cases}

⎩⎨
⎧sinhx = ,2

e −ex −x

coshx = ≥ 1,2
e +ex −x

tanhx = = = < 1cosh x
sinh x

e +ex −x
e −ex −x

e +12x
e −12x
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详细内容见维基百科

处理例一(4)(5)时，也可以类比 ,考虑平方再相加

例2

若 和 有三个交点，求 的取值范围:

当 时， 单调递增，且 互为反函数，那么假如交点不在 上:

设交点为 ,则必有成对的交点 ,只要 ,则与单调性矛盾.

这意味着 作为一个下凸函数与 有两个交点，显然推出矛盾:

故 ,此时显然有一个交点 ，而另外两个交点都不能在 上，则两个配对的交点都不在
上，有一对 为符合题意的交点:

令 ,则:

再令

cosh2x−sinh2x=1,cosh2x+sinh2x=cosh2x,sinh(x+y)=sinhxcoshy+coshxsinhysinh(x−y)=sinhxcoshy−coshxsinhycosh(x+y)=coshxcoshy+sinhxsinhycosh(x−y)=coshxcoshy−sinhxsinhytanh(x+y)=tanhx+tanhy1+tanhxtanhytanh(x−y)=tanhx−tanhy1−tanhxtanhy\begin{gathered} \cosh^2 x-\sinh^2 x=1,\\ \cosh^2 x+\sinh^2 x=\cosh 2x,\\ \sinh(x+y)=\sinh x\cosh y+\cosh x\sinh y\\ \sinh(x-y)=\sinh x\cosh y-\cosh x\sinh y\\ \cosh(x+y)=\cosh x\cosh y+\sinh x\sinh y\\ \cosh(x-y)=\cosh x\cosh y-\sinh x\sinh y\\ \tanh(x+y)=\frac{\tanh x+\tanh y}{1+\tanh x\tanh y}\\ \tanh(x-y)=\frac{\tanh x-\tanh y}{1-\tanh x\tanh y}\\ \end{gathered}cosh x − sinh x = 1,2 2

cosh x + sinh x = cosh 2x,2 2

sinh(x + y) = sinhx cosh y + coshx sinh y

sinh(x − y) = sinhx cosh y − coshx sinh y

cosh(x + y) = coshx cosh y + sinhx sinh y

cosh(x − y) = coshx cosh y − sinhx sinh y

tanh(x + y) =
1 + tanhx tanh y
tanhx + tanh y

tanh(x − y) =
1 − tanhx tanh y
tanhx − tanh y

cosh2x−sinh2x=1\cosh^2 x-\sinh^2 x=1cosh x −2 sinh x =2 1

f(x)=ax−1f(x)=a^{x-1}f(x) = ax−1 g(x)=logax+1g(x)=\log_a x+1g(x) = log x +a 1 aaa

a>1a\gt 1a > 1 f(x)=ax−1f(x)=a^{x-1}f(x) = ax−1 f(x),g(x)f(x),g(x)f(x), g(x) y=xy=xy = x

(x,y)(x,y)(x, y) (y,x)(y,x)(y,x) x≠yx\neq yx = y

y=ax−1y=a^{x-1}y = ax−1 y=xy=xy = x

0<a<10\lt a\lt 10 < a < 1 (1,1)(1,1)(1, 1) y=xy=xy = x

y=xy=xy = x (x,y),(y,x)(x,y),(y,x)(x, y), (y,x)

{ax−1=y,(1)ay−1=x,(2)\begin{cases} a^{x-1}=y,(1)\\ a^{y-1}=x,(2) \end{cases}{a = y, (1)x−1

a = x, (2)y−1

ax−1+ay−1=x+y,ax−1−ay−1=y−x\begin{gathered} a^{x-1}+a^{y-1}=x+y,\\ a^{x-1}-a^{y-1}=y-x \end{gathered}a + a = x + y,x−1 y−1

a − a = y − xx−1 y−1

k=lna<0,x−1=u,y−1=vk=\ln a\lt 0,x-1=u,y-1=vk = ln a < 0,x − 1 = u, y − 1 = v

eku+ekv=u+v+2,(3)eku−ekv=v−u,(4)\begin{gathered} e^{ku}+e^{kv}=u+v+2,(3)\\ e^{ku}-e^{kv}=v-u,(4) \end{gathered}e + e = u + v + 2, (3)ku kv

e − e = v − u, (4)ku kv

u+v=S,u−v=Du+v=S,u-v=Du + v = S,u − v = D
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(5)/(6)得：

以上是 存在满足的必要条件.

当 固定时, 是一条直线,考虑它与 有三个交点.

显然,由图像可知, 在 处的斜率为 .

那么如果 ,则直线与双曲正切函数会有三个交点.

如果 ,则直线与双曲正切函数只有一个交点.

由(3):

如果 ,则 ,导致矛盾.

所以 .

临界条件

把"在  比斜率"换成一个单变量、全局的论证,彻底绕开两个未知量纠缠的麻烦。最干净的是回到不动点
语言。

{ekS2(ekD2+e−kD2)=S+2,(5)ekS2(ekD2−e−kD2)=−D,(6)\begin{cases} e^{\frac{kS}{2}}(e^{\frac{kD}{2}}+e^{-\frac{kD}{2}})=S+2,(5)\\ e^{\frac{kS}{2}}(e^{\frac{kD}{2}}-e^{-\frac{kD}{2}})=-D,(6) \end{cases}{e (e + e ) = S + 2, (5)2
kS

2
kD − 2

kD

e (e − e ) = −D, (6)2
kS

2
kD − 2

kD

tanh(kD2)=−DS+2\boxed{\tanh(\frac{kD}{2})=-\frac{D}{S+2}}
tanh( ) = −

2
kD

S + 2
D

x,yx,yx, y

SSS y=−1S+2Dy=-\frac{1}{S+2}Dy = − D
S+2

1 y=tanh(kD2)y=\tanh(\frac{kD}{2})y = tanh( )2
kD

y=tanhkD2y=\tanh \frac{kD}{2}y = tanh 2
kD D=0D=0D = 0 k2\frac{k}{2}

2
k

−1S+2>k2-\frac{1}{S+2}\gt \frac{k}{2}− >
S+2

1
2
k

−1S+2≤k2-\frac{1}{S+2}\le \frac{k}{2}− ≤
S+2

1
2
k

S+2=eku+ekv≥2ekS2\begin{gathered} S+2=e^{ku}+e^{kv}\ge 2e^{k\frac{S}{2}} \end{gathered}S + 2 = e + e ≥ 2eku kv k 2
S

S<0S\lt 0S < 0 2>S+2≥2ekS2>22\gt S+2\ge 2e^{k\frac{S}{2}}\gt 22 > S + 2 ≥ 2e >k 2
S

2

S≥0S\ge 0S ≥ 0

S→0,k→−1,a→1eS\to 0,k\to -1,a\to \frac{1}{e}S → 0, k → −1, a →
e
1

S→0S\to0S → 0
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设 ( ),轴外对就是  除  外的不动点。考察

第一步:  至多 3 个零点。 算导数,记 ,则

而  严格增(因  增),故  是先减后增的下凸函数,有唯一极小;于是 (底数 
)是先增后减的"单峰",  也单峰:在  处趋于 ,中间可能抬到正值。这意味着  至多变号两次,  形

如"减→增→减",至多 3 个零点。再加上反函数对称性,非平凡零点只能成对出现,所以轴外对至多一对。

第二步:门槛恰是 。 在已知零点  处,

若 (即 ):则 。结合单峰结构可验证  在  两侧不再穿过零(它在  处
下穿,且两端也朝 ,中间的正峰若存在也够不到产生新交点),故只有  一个零点,仅一个交点。

若 (即 ,因  即 ):则 ,  在  处上穿零点。但 
、 (用  直接验两端极限),配合单峰

导致的"减增减"形状,  两侧各逼出一个新零点,恰好一对轴外解。

第三步:连续性收口(取代你的 )。 第二步已是充要,但若想说清"这对解为何在  处诞生":由 
 随  连续,当  时 ,那对零点连续地并入 (即 )。这才

是" "现象的正确出处——它是结论的极限行为,不是用来当前提的判据。

于是充要地:

例3

(2021清华强基)定义 ,则 __.

不难看出此题的背景是双曲正切函数.

令 ,其中:

记 ,则:

f(x)=ax−1f(x)=a^{x-1}f(x) = ax−1 0<a<10<a<10 < a < 1 g(x)=f(f(x))g(x)=f(f(x))g(x) = f(f(x)) x=1x=1x = 1

ψ(x)=f(f(x))−x,ψ(1)=0.\psi(x)=f(f(x))-x,\qquad \psi(1)=0.ψ(x) = f(f(x)) − x, ψ(1) = 0.

ψ\psiψ w(x)=f(x)+x−2w(x)=f(x)+x-2w(x) = f(x) + x − 2

ψ′(x)=f′(f(x))f′(x)−1=(lna)2 a w(x)−1.\psi'(x)=f'(f(x))f'(x)-1=(\ln a)^2\,a^{\,w(x)}-1.ψ (x) =′ f (f(x))f (x) −′ ′ 1 = (ln a) a −2 w(x) 1.

w′(x)=ax−1lna+1w'(x)=a^{x-1}\ln a+1w (x) =′ a ln a +x−1 1 ax−1lnaa^{x-1}\ln aa ln ax−1 www aw(x)a^{w(x)}aw(x)

<1<1< 1 ψ′\psi'ψ′ ±∞\pm\infty±∞ −1-1−1 ψ′\psi'ψ′ ψ\psiψ

ψ′(1)=0\psi'(1)=0ψ (1) =′ 0 x=1x=1x = 1

ψ′(1)=f′(1)2−1=(lna)2−1.\psi'(1)=f'(1)^2-1=(\ln a)^2-1.ψ (1) =′ f (1) −′ 2 1 = (ln a) −2 1.

· (lna)2≤1(\ln a)^2\le1(ln a) ≤2 1 a≥1ea\ge\frac1ea ≥
e
1 ψ′(1)≤0\psi'(1)\le0ψ (1) ≤′ 0 ψ\psiψ x=1x=1x = 1 111

−-− x=1x=1x = 1

· (lna)2>1(\ln a)^2>1(ln a) >2 1 a<1ea<\frac1ea <
e
1 lna<0\ln a<0ln a < 0 lna<−1\ln a<-1ln a < −1 ψ′(1)>0\psi'(1)>0ψ (1) >′ 0ψ\psiψ x=1x=1x = 1

ψ(x)→+∞ (x→−∞)\psi(x)\to+\infty\ (x\to-\infty)ψ(x) → +∞ (x → −∞) ψ(x)→−∞ (x→+∞)\psi(x)\to-\infty\ (x\to+\infty)ψ(x) → −∞ (x → +∞) 0<a<10<a<10 < a < 1
x=1x=1x = 1

S→0S\to0S → 0 a=1ea=\frac1ea =
e
1

ψ′(1)=(lna)2−1\psi'(1)=(\ln a)^2-1ψ (1) =′ (ln a) −2 1 aaa a↑1ea\uparrow\frac1ea ↑
e
1 ψ′(1)↓0\psi'(1)\downarrow0ψ (1) ↓′ 0 x=1x=1x = 1 D→0D\to0D → 0

S→0S\to0S → 0

三个交点 ⟺ (lna)2>1 且 0<a<1 ⟺ 0<a<1e.\text{三个交点}\iff(\ln a)^2>1\ \text{且}\ 0<a<1\iff \boxed{0<a<\tfrac1e}.三个交点 ⟺ (ln a) >2 1且 0 < a < 1 ⟺ .0 < a <
e
1

x∗y=x+y1+xyx*y=\frac{x+y}{1+xy}x ∗ y = 1+xy
x+y (...(2∗3)∗4)...)∗21=(...(2*3)*4)...)*21=(...(2 ∗ 3) ∗ 4)...) ∗ 21 =

x=u−1u+1,y=v−1v+1,x∗y=uv−1uv+1x=\frac{u-1}{u+1},y=\frac{v-1}{v+1},x*y=\frac{uv-1}{uv+1}x = , y =
u+1
u−1 ,x ∗

v+1
v−1 y =

uv+1
uv−1

{u=−x+1x−1,v=−y+1y−1\begin{cases} u=-\frac{x+1}{x-1},\\ v=-\frac{y+1}{y-1} \end{cases}{u = − ,
x−1
x+1

v = −
y−1
y+1

g(x)=−x+1x−1g(x)=-\frac{x+1}{x-1}g(x) = −
x−1
x+1
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其中

所求

(x∗y)∗z=(g(x)g(y)−1g(x)g(y)+1)∗z=g(x)g(y)g(z)−1g(x)g(y)g(z)+1\begin{gathered} (x*y)*z=(\frac{g(x)g(y)-1}{g(x)g(y)+1})*z=\frac{g(x)g(y)g(z)-1}{g(x)g(y)g(z)+1} \end{gathered}(x ∗ y) ∗ z = ( ) ∗ z =
g(x)g(y) + 1
g(x)g(y) − 1

g(x)g(y)g(z) + 1
g(x)g(y)g(z) − 1

(...(2∗3)∗4)...)∗21=g(2)g(3)...g(21)−1g(2)g(3)...g(21)+1(...(2*3)*4)...)*21=\frac{g(2)g(3)...g(21)-1}{g(2)g(3)...g(21)+1}(...(2 ∗ 3) ∗ 4)...) ∗ 21 =
g(2)g(3)...g(21) + 1
g(2)g(3)...g(21) − 1

g(2)g(3)g(4)...g(21)=−31−42−53...−2220=21×221×2=231g(2)g(3)g(4)...g(21)=\frac{-3}{1}\frac{-4}{2}\frac{-5}{3}...\frac{-22}{20}=\frac{21\times22}{1\times2}=231g(2)g(3)g(4)...g(21) = ... =1
−3

2
−4

3
−5

20
−22 =1×2

21×22 231

=230232=115116=\frac{230}{232}=\frac{115}{116}= =232
230

116
115

FRESHMARK · draft 课堂复盘1

6 / 6


	课堂复盘1
	例1:解析代数
	数学背景:双曲三角函数
	例2
	例3



