
[2027强基计划]解三角形
整理《2027强基计划》数学讲义第8章解三角形，涵盖边角关系、三角形的特殊线、托勒密定理及平
面几何变换中的18道例题。

2026年8月12日· 数学 · 强基计划 · 解三角形

第 8 章 解三角形

8.1 边角关系

例题 8.1

题目来源： 北京大学

在  中，如果 ，证明： 。

三角法

数
学

△ABC\triangle ABC△ABC a+b≥2ca+b\ge 2ca + b ≥ 2c ∠C≤60∘\angle C\le 60^\circ∠C ≤ 60∘

sinA+sinB≥2sinC2sinA+B2cosA−B2≥2sinCcosC2cosA−B2≥sinC1≥cosA−B2≥2sinC2sinC2≤12C≤π3\sin A+\sin B\ge2\sin C\\ 2\sin\frac{A+B}{2}\cos\frac{A-B}{2}\ge2\sin C\\ \cos\frac{C}{2}\cos\frac{A-B}{2}\ge\sin C\\1\ge\cos\frac{A-B}{2}\ge2\sin\frac{C}{2}\\ \sin\frac{C}{2}\le\frac12\\ C\le\frac{\pi}{3}sinA + sinB ≥ 2 sinC

2 sin cos ≥
2

A + B

2
A − B

2 sinC

cos cos ≥
2
C

2
A − B

sinC

1 ≥ cos ≥
2

A − B
2 sin

2
C

sin ≤
2
C

2
1

C ≤
3
π
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边角法

A B

C

c

b a

C

边和角的约束

a+b ≥ 2c ⇒ c ≤ (a+b)/2

余弦定理：cos C ≥ 1/2

因此 C ≤ 60°

例题 8.1 的边角约束示意图

例题 8.2

设  是三角形的三边，  分别是这三边所对的角。若

则

A.

cosC=a2+b2−c22ab≥a2+b2−(a+b2)22ab=3(a2+b2)−2ab8ab≥4ab8ab=12C≤π3\cos C=\frac{a^2+b^2-c^2}{2ab}\\\ge\frac{a^2+b^2-(\frac{a+b}{2})^2}{2ab}\\ =\frac{3(a^2+b^2)-2ab}{8ab}\\ \ge\frac{4ab}{8ab}=\frac{1}{2}\\ C\le\frac{\pi}{3}cosC =
2ab

a + b − c2 2 2

≥
2ab

a + b − ( )2 2
2

a+b 2

=
8ab

3(a + b ) − 2ab2 2

≥ =
8ab
4ab

2
1

C ≤
3
π

a,b,ca,b,ca, b, c A,B,CA,B,CA,B,C

a2+b2=2021c2,a^2+b^2=2021c^2, a +2 b =2 2021c ,2

cotCcotA+cotB=\frac{\cot C}{\cot A+\cot B}= =
cotA + cotB

cotC

12021\dfrac{1}{2021}
2021

1
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B.

C.

D.

A B

C

c

b a
h

余切比化为边长

cot C / (cot A+cot B)

= ab cos C / c²

= (a²+b²−c²)/(2c²)

= 1010

例题 8.2 的余切比边长化示意图

例题 8.3

题目来源： 清华大学

在  中，  的对边分别为 。已知

11010\dfrac{1}{1010}
1010

1

101010101010

202120212021

cotCcotA+cotB=cosCsinCcosAsinA+cosBsinB=cosCsinCsin(A+B)sinAsinB=sinAsinBcosCsin2C=abcosCc2=a2+b2−c22c2=2020c22c2=1010\frac{\cot C}{\cot A+\cot B}\\ =\frac{\frac{\cos C}{\sin C}}{\frac{\cos A}{\sin A}+\frac{\cos B}{\sin B}}\\ =\frac{\frac{\cos C}{\sin C}}{\frac{\sin(A+B)}{\sin A\sin B}}\\ =\frac{\sin A\sin B\cos C}{\sin^2C}\\ =\frac{ab\cos C}{c^2}\\ =\frac{a^2+b^2-c^2}{2c^2}\\ =\frac{2020c^2}{2c^2}=1010
cotA + cotB

cotC

=
+sinA

cosA
sinB
cosB

sinC
cosC

=
sinA sinB
sin(A+B)

sinC
cosC

=
sin C2

sinA sinB cosC

=
c2

ab cosC

=
2c2

a + b − c2 2 2

= =
2c2

2020c2

1010

△ABC\triangle ABC△ABC A,B,CA,B,CA,B,C a,b,ca,b,ca, b, c
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求角  的大小；

若 ，求  的值。

For 1:

For 2: 

如果直接用边表示余弦,恐怕是复杂的,思路无以为继:

这里我们推导一个新公式:余弦平方差

2sin2A+B2=1+cos2C。2\sin^2\frac{A+B}{2}=1+\cos 2C。2 sin =2

2
A + B

1 + cos 2C。

1. CCC

2. c2=2b2−2a2c^2=2b^2-2a^2c =2 2b −2 2a2 cos2A−cos2B\cos 2A-\cos 2Bcos 2A − cos 2B

0=cos2C+cos(A+B)=cos2C−cosC=2cos2C−cosC−1=(2cosC+1)(cosC−1)cosC−1≠0,cosC=−12C=2π30=\cos2C+\cos(A+B)\\ =\cos2C-\cos C\\ =2\cos^2C-\cos C-1\\ =(2\cos C+1)(\cos C-1)\\ \cos C-1\ne0,\cos C=-\frac{1}{2}\\ C=\frac{2\pi}{3}0 = cos 2C + cos(A + B)

= cos 2C − cosC

= 2 cos C −2 cosC − 1

= (2 cosC + 1)(cosC − 1)

cosC − 1 = 0, cosC = −
2
1

C =
3

2π

cosC=a2+b2−c22ab=3a2−b22ab=123a2−b2−ab=0cos2A−cos2B=(2cos2A−1)−(2cos2B−1)=2(cos2A−cos2B)\cos C=\frac{a^2+b^2-c^2}{2ab}\\ =\frac{3a^2-b^2}{2ab}=\frac12\\ 3a^2-b^2-ab=0\\ \cos2A-\cos2B\\ =(2\cos^2A-1)-(2\cos^2B-1)\\ =2(\cos^2A-\cos^2B)cosC =
2ab

a + b − c2 2 2

= =
2ab

3a − b2 2

2
1

3a −2 b −2 ab = 0

cos 2A − cos 2B

= (2 cos A −2 1) − (2 cos B −2 1)

= 2(cos A −2 cos B)2
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进一步化简:

利用齐次化计算 :

cos2x−cos2y=(cosx+cosy)(cosx−cosy)=(2cosx+y2cosx−y2)(−2sinx+y2sinx−y2)=−sin(x+y)sin(x−y)\cos^2x-\cos^2y\\ =(\cos x+\cos y)(\cos x-\cos y)\\ =(2\cos\frac{x+y}{2}\cos\frac{x-y}{2})(-2\sin\frac{x+y}{2}\sin\frac{x-y}{2})\\ =-sin(x+y)\sin(x-y)cos x −2 cos y2

= (cosx + cos y)(cosx − cos y)

= (2 cos cos )(−2 sin sin )
2

x + y

2
x − y

2
x + y

2
x − y

= −sin(x + y) sin(x − y)

cos2A−cos2B=−sin(A+B)sin(A−B)=−sinπ3sin(A−B)=32sin(B−A)\cos^2A-\cos^2B\\ =-\sin(A+B)\sin(A-B)\\ =-\sin\frac{\pi}{3}\sin(A-B)\\ =\frac{\sqrt3}{2}\sin(B-A)cos A −2 cos B2

= − sin(A + B) sin(A − B)

= − sin sin(A −
3
π

B)

= sin(B −
2
3

A)

sin(B−A)\sin(B-A)sin(B − A)
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回代目标式:

回顾计算过程,我们发现了更简便的路径:

sin(B−A)sin(A+B)=sinBcosA−cosBsinAsinBcosA+cosAsinB=bcosA−acosBbcosA+acosB=bb2+c2−a22bc−aa2+c2−b22acbb2+c2−a22bc+aa2+c2−b22ac=(b2+c2−a2)−(a2+c2−b2)(b2+c2−a2)+(a2+c2−b2)=b2−a2c2=b2−a22b2−2a2=12sin(B−A)=12sin(A+B)=34\frac{\sin(B-A)}{\sin(A+B)}\\ =\frac{\sin B\cos A-\cos B\sin A}{\sin B\cos A+\cos A\sin B}\\ =\frac{b\cos A-a\cos B}{b\cos A+a\cos B}\\ =\frac{b\frac{b^2+c^2-a^2}{2bc}-a\frac{a^2+c^2-b^2}{2ac}}{b\frac{b^2+c^2-a^2}{2bc}+a\frac{a^2+c^2-b^2}{2ac}}\\ =\frac{(b^2+c^2-a^2)-(a^2+c^2-b^2)}{(b^2+c^2-a^2)+(a^2+c^2-b^2)}\\ =\frac{b^2-a^2}{c^2}\\ =\frac{b^2-a^2}{2b^2-2a^2}\\ =\frac{1}{2}\\ \sin(B-A)=\frac12\sin(A+B)=\frac{\sqrt3}{4}
sin(A + B)
sin(B − A)

=
sinB cosA + cosA sinB
sinB cosA − cosB sinA

=
b cosA + a cosB
b cosA − a cosB

=
b + a2bc
b +c −a2 2 2

2ac
a +c −b2 2 2

b − a2bc
b +c −a2 2 2

2ac
a +c −b2 2 2

=
(b + c − a ) + (a + c − b )2 2 2 2 2 2

(b + c − a ) − (a + c − b )2 2 2 2 2 2

=
c2

b − a2 2

=
2b − 2a2 2

b − a2 2

=
2
1

sin(B − A) = sin(A +
2
1

B) =
4
3

cos2A−cos2B=3sin(B−A)=34\cos2A-\cos2B\\ =\sqrt3\sin(B-A)\\ =\frac{3}{4}cos 2A − cos 2B

= sin(B −3 A)

=
4
3

c2=2b2−2a2sin2C=2(sin2B−sin2A)sin2C=2sin(B+A)sin(B−A)sin(B−A)=sinC2=34c^2=2b^2-2a^2\\ \sin^2C=2(\sin^2B-\sin^2A)\\ \sin^2C=2\sin(B+A)\sin(B-A)\\ \sin(B-A)=\frac{\sin C}{2}=\frac{\sqrt3}{4}c =2 2b −2 2a2

sin C =2 2(sin B −2 sin A)2

sin C =2 2 sin(B + A) sin(B − A)

sin(B − A) = =
2

sinC
4
3
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A B

C

120°

c

b a

120° 与正弦平方差

cos 2C = cos C

0<C<π ⇒ C=120°

c²=2(b²−a²)

sin(B−A)=sin C/2

例题 8.3 的 120 度三角形示意图

8.2 三角形的特殊线

例题 8.4

题目来源： 清华大学

已知  的三个内角  所对的边分别为 ，且满足

则

A. 面积的最大值为 

B. 周长的最大值为 

C.

D.

初步观察,看似条件1不是关于边的齐次式,难以化成只含正弦的表达式. 实际上,结合条件2,可以通过常量代换的
方式调整次数:

△ABC\triangle ABC△ABC A,B,CA,B,CA,B,C a,b,ca,b,ca, b, c

bcosC+(a+c)(bsinC−1)=0,a+c=3,b\cos C+(a+c)(b\sin C-1)=0,\qquad a+c=\sqrt3,b cosC + (a + c)(b sinC − 1) = 0, a + c = ,3

3316\dfrac{3\sqrt3}{16}
16

3 3

332\dfrac{3\sqrt3}{2}
2

3 3

B=π3B=\dfrac\pi3B =
3
π

B=π4B=\dfrac\pi4B =
4
π
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接下来先考虑周长:

bcosC+3bsinC=a+csinBcosC+3sinBsinC=sinA+sinCsinBcosC+3sinBsinC=sin(B+C)+sinCsinBcosC+3sinBsinC=sinBcosC+cosBsinC+sinCsinC(cosB+1−3sinB)=0sinC≠03sinB−cosB=12sin(B−π6)=1sin(B−π6)=12B−π6=π6 or 5π6B∈(0,π),B=π3b\cos C+\sqrt3b\sin C=a+c\\ \sin B\cos C+\sqrt3\sin B\sin C=\sin A+\sin C\\ \sin B\cos C+\sqrt3\sin B\sin C=\sin(B+C)+\sin C\\ \sin B\cos C+\sqrt3\sin B\sin C=\sin B\cos C+\cos B\sin C+\sin C\\ \sin C(\cos B+1-\sqrt3\sin B)=0\\ \sin C\ne0\\ \sqrt3\sin B-\cos B=1\\ 2\sin(B-\frac\pi6)=1\\ \sin(B-\frac\pi6)=\frac12\\ B-\frac\pi6=\frac\pi6\text{ or }\frac{5\pi}{6}\\ B\in(0,\pi),B=\frac\pi3b cosC + b sinC =3 a + c

sinB cosC + sinB sinC =3 sinA + sinC

sinB cosC + sinB sinC =3 sin(B + C) + sinC

sinB cosC + sinB sinC =3 sinB cosC + cosB sinC + sinC

sinC(cosB + 1 − sinB) =3 0

sinC = 0

sinB −3 cosB = 1

2 sin(B − ) =
6
π

1

sin(B − ) =
6
π

2
1

B − =
6
π

 or 
6
π

6
5π

B ∈ (0,π),B =
3
π
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然后考虑面积:

正确答案:AC

a+b+ca+c=1+ba+c=1+sinBsinA+sinC=1+sinB2sinA+C2cosA−C2=1+sinπ32sinπ3cosA−C2=1+12cosA−C2A+C=2π3,A−C∈(−2π3,2π3)cos(A−C)∈(12,1]a+b+ca+c∈[32,2)a+b+c∈[323,23)\frac{a+b+c}{a+c}=1+\frac{b}{a+c}\\ =1+\frac{\sin B}{\sin A+\sin C}\\ =1+\frac{\sin B}{2\sin\frac{A+C}{2}\cos\frac{A-C}{2}}\\ =1+\frac{\sin \frac\pi3}{2\sin\frac\pi3\cos\frac{A-C}{2}}\\ =1+\frac{1}{2\cos\frac{A-C}{2}}\\ A+C=\frac{2\pi}{3},A-C\in(-\frac{2\pi}{3},\frac{2\pi}{3})\\ \cos(A-C)\in(\frac12,1]\\ \frac{a+b+c}{a+c}\in [\frac32,2)\\ a+b+c\in[\frac32\sqrt3,2\sqrt3)=
a + c

a + b + c
1 +

a + c

b

= 1 +
sinA + sinC

sinB

= 1 +
2 sin cos2

A+C
2

A−C

sinB

= 1 +
2 sin cos3

π
2

A−C

sin 3
π

= 1 +
2 cos 2

A−C

1

A + C = ,A −
3

2π
C ∈ (− , )

3
2π

3
2π

cos(A − C) ∈ ( , 1]
2
1

∈
a + c

a + b + c
[ , 2)
2
3

a + b + c ∈ [ , 2 )
2
3

3 3

S△ABC=12acsinB=34ac=316[(a+c)2−(a−c)2]≤316(a+c)2=3316S_{\triangle ABC}=\frac{1}{2}ac\sin B\\ =\frac{\sqrt3}{4}ac\\ =\frac{\sqrt3}{16}[(a+c)^2-(a-c)^2]\le\frac{\sqrt3}{16}(a+c)^2=\frac{3\sqrt3}{16}S =△ABC ac sinB
2
1

= ac
4
3

= [(a +
16

3
c) −2 (a − c) ] ≤2 (a +

16
3

c) =2

16
3 3
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A C

B

c a

b

60°
定和条件下的面积最值

条件化简为 B=π/3

S = (√3/4)ac

ac ≤ ((a+c)/2)²

Smax = 3√3/16

例题 8.4 的定和面积最值示意图

例题 8.5

题目来源： 北京大学

已知某三角形的两条高的长度分别为  和 ，则它的第三条高的长度取值区间为

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

不妨设三角形边a,b上的高为10,20,边c上的高为x:

我们已经使用了 ,这个边界条件.

为了满足三角形的边条件,我们还需要利用 ( )

101010 202020

(103,5)\left(\dfrac{10}{3},5\right), 5(
3
10 )

(5,203)\left(5,\dfrac{20}{3}\right)5,(
3
20)

(203,20)\left(\dfrac{20}{3},20\right), 20(
3
20 )

10a=20b=cxx=10ac=20bcx=20(a+b)3c>20310a=20b=cx\\ x=\frac{10a}{c}=\frac{20b}{c}\\ x=\frac{20(a+b)}{3c}\gt\frac{20}{3}10a = 20b = cx

x = =
c

10a
c

20b

x = >
3c

20(a + b)
3
20

a+b>ca+b\gt ca + b > c

b+c>ab+c\gt ab + c > a b<ab\lt ab < a

x=20(a−b)c<20x=\frac{20(a-b)}{c}\lt20
x = <

c

20(a − b)
20
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综上,答案选C

A B

C

10

20 x

高与边成反比

a:b:c = 1/10 : 1/20 : 1/x

倒数仍须满足三角形不等式

1/20 < 1/x < 3/20

20/3 < x < 20

例题 8.5 的三条高与边长关系图

例题 8.6

题目来源： 北京大学

在  中， ， ， ，  为边  上的高，则  和  的内
切圆圆心之间的距离为

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

先计算BD,CD:

计算内切圆圆心到BC边的距离(这同时也是内切圆圆心到AD的距离):

△ABC\triangle ABC△ABC AB=13AB=13AB = 13 AC=15AC=15AC = 15 BC=14BC=14BC = 14 ADADAD BCBCBC △ABD\triangle ABD△ABD △ACD\triangle ACD△ACD

222

333

555

BD+CD=BC=14CD2−BD2=AC2−AB2=56CD−BD=4CD=9,BD=5BD+CD=BC=14\\ CD^2-BD^2=AC^2-AB^2=56\\ CD-BD=4\\ CD=9,BD=5BD + CD = BC = 14

CD −2 BD =2 AC −2 AB =2 56

CD − BD = 4

CD = 9,BD = 5

5+12−132=2,12+9−152=3\frac{5+12-13}{2}=2,\frac{12+9-15}{2}=3=
2

5 + 12 − 13
2, =

2
12 + 9 − 15

3

FRESHMARK · 数学 [2027强基计划]解三角形

11 / 27



因此,内切圆圆心距离为:

B C

A

D

5 9

1213 15

I₁
I₂

两个直角三角形的内心

BD=5，CD=9，AD=12

两内切圆半径：r₁=2，r₂=3

水平差 2+3，竖直差 3−2

I₁I₂ = √26

例题 8.6 的两个直角三角形内心图

例题 8.7

题目来源： 北京大学

 是凸四边形  的对角线  和  的交点。已知 、 、 、  的周
长相同， 、 、  的内切圆半径分别为 ，则  的内切圆半径为

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

熟知三角形面积公式 ,因为四个三角形周长相等,故 、 、 、 面积比就
等于内切圆半径比.

(3−2)2+(2+3)2=26\sqrt{(3-2)^2+(2+3)^2}=\sqrt{26}=(3 − 2) + (2 + 3)2 2 26

OOO ABCDABCDABCD ACACAC BDBDBD △AOB\triangle AOB△AOB △BOC\triangle BOC△BOC △COD\triangle COD△COD △DOA\triangle DOA△DOA

△AOB\triangle AOB△AOB △BOC\triangle BOC△BOC △COD\triangle COD△COD 3,4,63,4,63, 4, 6 △DOA\triangle DOA△DOA

92\dfrac92
2
9

555

112\dfrac{11}{2}
2
11

S=prS=prS = pr △AOB\triangle AOB△AOB △BOC\triangle BOC△BOC △COD\triangle COD△COD △COD\triangle COD△COD

S△AOBS△BOC=AOOC=S△AODS△CODr△AOBr△BOC=r△AODr△CODr△AOD=92\frac{S_{\triangle AOB}}{S_{\triangle BOC}}=\frac{AO}{OC}=\frac{S_{\triangle AOD}}{S_{\triangle COD}}\\ \frac{r_{\triangle AOB}}{r_{\triangle BOC}}=\frac{r_{\triangle AOD}}{r_{\triangle COD}}\\ r_{\triangle AOD}=\frac92=
S△BOC

S△AOB =
OC

AO

S△COD

S△AOD

=
r△BOC

r△AOB

r△COD

r△AOD

r =△AOD 2
9
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A
B

C
D

O

r=3
r=4

r=6r=?

等周长小三角形

同周长 ⇒ S ∝ r

S₍AOB₎/S₍BOC₎ = AO/OC

= S₍AOD₎/S₍COD₎

r₍AOD₎ = 3×6/4 = 9/2

例题 8.7 的等周长小三角形图

8.3 三角形的特殊线

例题 8.8

题目来源： 同济大学

在  中， ，  是角  的角平分线，且 。

求  的取值范围；

若 ，问  为何值时，  最短？

边

For 1:

我们回顾一下三角形内的斯特瓦尔特定理:

设 ,有:

△ABC\triangle ABC△ABC AB=2ACAB=2ACAB = 2AC ADADAD AAA AD=kACAD=kACAD = kAC

1. kkk

2. S△ABC=1S_{\triangle ABC}=1S =△ABC 1 kkk BCBCBC

AD2=CD⋅AB2+BD⋅AC2BC−CD⋅BDAD^2=\frac{CD\cdot AB^2+BD\cdot AC^2}{BC}-CD\cdot BD
AD =2 −

BC

CD ⋅ AB + BD ⋅ AC2 2

CD ⋅ BD

AC=x,AB=2x,AD=kx,BC=y∈(x,3x)AC=x,AB=2x,AD=kx,BC=y\in(x,3x)AC = x,AB = 2x,AD = kx,BC = y ∈ (x, 3x)
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于是, ,即

For 2:

根据取等条件,可以解出 的值,进而求出 :

角

For 1:

AD2=CDBC⋅AB2+BDBC⋅AC2−CD⋅BD=(2x)23+2(x)23−y3⋅2y3=2x2−2y29∈(0,16x29)AD^2=\frac{CD}{BC}\cdot AB^2+\frac{BD}{BC}\cdot AC^2-CD\cdot BD\\ =\frac{(2x)^2}{3}+\frac{2(x)^2}{3}-\frac{y}{3}\cdot\frac{2y}{3}\\ =2x^2-\frac{2y^2}{9}\in(0,\frac{16x^2}{9})AD =2 ⋅
BC

CD
AB +2 ⋅

BC

BD
AC −2 CD ⋅ BD

= +
3

(2x)2

−
3

2(x)2

⋅
3
y

3
2y

= 2x −2 ∈
9

2y2

(0, )
9

16x2

AD=kx∈(0,43x)AD=kx\in(0,\frac{4}{3}x)AD = kx ∈ (0, x)3
4 k∈(0,43)k\in(0,\frac43)k ∈ (0, )3

4

S△ABC=p(p−x)(p−2x)(p−y)=1(3x+y)(x+y)(y−x)(3x−y)=4(9x2−y2)(y2−x2)=4(9x2−y2)(y2−x2)=16m=9x2−y2,n=y2−x2mn=16y2=m+9n8≥6mn8=3BC=y≥3S_{\triangle ABC}=\sqrt{p(p-x)(p-2x)(p-y)}=1\\ \sqrt{(3x+y)(x+y)(y-x)(3x-y)}=4\\ \sqrt{(9x^2-y^2)(y^2-x^2)}=4\\ (9x^2-y^2)(y^2-x^2)=16\\ m=9x^2-y^2,n=y^2-x^2\\ mn=16\\ y^2=\frac{m+9n}{8}\ge\frac{6\sqrt{mn}}{8}=3\\ BC=y\ge\sqrt{3}S =△ABC =p(p − x)(p − 2x)(p − y) 1

=(3x + y)(x + y)(y − x)(3x − y) 4

=(9x − y )(y − x )2 2 2 2 4

(9x −2 y )(y −2 2 x ) =2 16

m = 9x −2 y ,n =2 y −2 x2

mn = 16

y =2 ≥
8

m + 9n
=

8
6 mn

3

BC = y ≥ 3

m,nm,nm,n x,kx,kx, k

m=9n,mn=16m=12,n=43x2=m+n8=53k=ADx=2−29y2x2=2105m=9n,mn=16\\ m=12,n=\frac43\\ x^2=\frac{m+n}{8}=\frac53\\ k=\frac{AD}{x}=\sqrt{2-\frac{2}{9}\frac{y^2}{x^2}}=\frac{2\sqrt{10}}{5}m = 9n,mn = 16

m = 12,n =
3
4

x =2 =
8

m + n

3
5

k = =
x

AD
=2 −

9
2
x2

y2

5
2 10
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设 ,有:

For 2:

当 时, : 

AC=x,AB=2x,AD=kx,∠CAD=∠BAC=θAC=x,AB=2x,AD=kx,\angle CAD=\angle BAC=\thetaAC = x,AB = 2x,AD = kx, ∠CAD = ∠BAC = θ

S△ABC=12(x)(2x)sin2θ=12(x)(kx)sinθ+12(kx)(2x)sinθk=2sin2θ3sinθ=43cosθ∈(0,43)S_{\triangle ABC}=\frac12(x)(2x)\sin2\theta\\ =\frac12(x)(kx)\sin\theta+\frac12(kx)(2x)\sin\theta\\ k=\frac{2\sin2\theta}{3\sin\theta}=\frac43\cos\theta\in(0,\frac43)S =△ABC (x)(2x) sin 2θ
2
1

= (x)(kx) sin θ +
2
1

(kx)(2x) sin θ
2
1

k = =
3 sin θ
2 sin 2θ

cos θ ∈
3
4

(0, )
3
4

S△ABC=12(x)(2x)sin2θ=1BC2=(x)2+(2x)2−2(x)(2x)cosθ=5x2−4x2cos2θ=(5−4cos2θ)1sin2θBC2sin2θ=5−4cos2θBC2sin2θ+4cos2θ=5(BC2)2+42≤5BC2≥3,BC≥3S_{\triangle ABC}=\frac12(x)(2x)\sin2\theta=1\\ BC^2=(x)^2+(2x)^2-2(x)(2x)\cos\theta\\ =5x^2-4x^2\cos2\theta\\ =(5-4\cos2\theta)\frac{1}{\sin2\theta}\\ BC^2\sin2\theta=5-4\cos2\theta\\ BC^2\sin2\theta+4\cos2\theta=5\\ \sqrt{(BC^2)^2+4^2}\le5\\ BC^2\ge3,BC\ge\sqrt3S =△ABC (x)(2x) sin 2θ =
2
1

1

BC =2 (x) +2 (2x) −2 2(x)(2x) cos θ

= 5x −2 4x cos 2θ2

= (5 − 4 cos 2θ)
sin 2θ

1

BC sin 2θ =2 5 − 4 cos 2θ

BC sin 2θ +2 4 cos 2θ = 5

≤(BC ) + 42 2 2 5

BC ≥2 3,BC ≥ 3

BC=3BC=\sqrt3BC = 3 sin2θ=35,cos2θ=45\sin2\theta=\frac{3}{5},\cos2\theta=\frac45sin 2θ = , cos 2θ =5
3

5
4

cosθ=1+cos2θ2=31010k=43cosθ=2105\cos\theta=\sqrt{\frac{1+\cos2\theta}{2}}=\frac{3\sqrt{10}}{10}\\k=\frac{4}{3}\cos\theta=\frac{2\sqrt{10}}{5}
cos θ = =

2
1 + cos 2θ

10
3 10

k = cos θ =
3
4

5
2 10
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A
B

C

D

AB=2x

AC=x
BC=y

kx

角平分线长度与最短边

角平分线：BD:DC=2:1

k²x² = 2x²−2y²/9

面积固定后 y²≥3

k = 2√10/5 时 BC 最短

例题 8.8 的角平分线长度与最短边示意图

例题 8.9

题目来源： 2025 北京大学

在  中，  在  上，  平分 ， ， ，求 。

角

由于 ,设 .

在三角形ADC里使用正弦定理:

△ABC\triangle ABC△ABC DDD BCBCBC ADADAD ∠BAC\angle BAC∠BAC AB=AD=2AB=AD=2AB = AD = 2 BD=1BD=1BD = 1 CDCDCD

AB=ADAB=ADAB = AD ∠BAD=2θ,sinθ=BD2AD=14,cosθ=154\angle BAD=2\theta,\sin\theta=\frac{BD}{2AD}=\frac14,\cos\theta=\frac{\sqrt{15}}{4}∠BAD = 2θ, sin θ = =2AD
BD , cos θ =4

1
4
15

ADsin(90−3θ)=CDsin2θCD=sin2θcos3θAD=2sinθcosθ4cos3θ−3cosθAD=2sinθ4cos2θ−3AD=2⋅14154−3⋅2=43\frac{AD}{\sin(90-3\theta)}=\frac{CD}{\sin2\theta}\\ CD=\frac{\sin2\theta}{\cos3\theta}AD\\ =\frac{2\sin\theta\cos\theta}{4\cos^3\theta-3\cos\theta}AD\\ =\frac{2\sin\theta}{4\cos^2\theta-3}AD\\ =\frac{2\cdot\frac{1}{4}}{\frac{15}{4}-3}\cdot2\\ =\frac43=
sin(90 − 3θ)

AD

sin 2θ
CD

CD = AD
cos 3θ
sin 2θ

= AD
4 cos θ − 3 cos θ3

2 sin θ cos θ

= AD
4 cos θ − 32

2 sin θ

= ⋅
− 34

15

2 ⋅ 4
1

2

=
3
4
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边

根据角平分线定理,设 ,在三角形ABC中用斯特瓦尔特定理:

B C

A

D

AB=2 AD=2

BD=1 CD=x

角平分线与斯特瓦尔特

角平分线 ⇒ AC:AB = CD:BD

故 AC=2x

AD² = AB·AC − BD·CD

4=4x−x ⇒ CD=4/3

例题 8.9 的角平分线与斯特瓦尔特定理示意图

例题 8.10

题目来源： 北京大学

已知三角形三条中线的长度分别为 ，则该三角形的面积为

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

Lemma:三角形三条中线可以构成三角形,且新三角形和原三角形的面积比为 .

回到本题,则是:

AC=2x,CD=xAC=2x,CD=xAC = 2x,CD = x

AD2=CD⋅AB2+BD⋅AC2BC−BD⋅CD22=4x+4x2x+1−x4=3xx=43AD^2=\frac{CD\cdot AB^2+BD\cdot AC^2}{BC}-BD\cdot CD\\ 2^2=\frac{4x+4x^2}{x+1}-x\\ 4=3x\\ x=\frac43
AD =2 −

BC

CD ⋅ AB + BD ⋅ AC2 2

BD ⋅ CD

2 =2 −
x + 1

4x + 4x2

x

4 = 3x

x =
3
4

9,12,159,12,159, 12, 15

696969

727272

757575

3:43:43 : 4
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关于这个引理,可以用向量给出证明:

9

12 15

三条中线组成直角三角形

中线三角形

9²+12²=15²

中线三角形面积 = 54

S中线 : S原 = 3 : 4

S原 = 72

例题 8.10 的中线三角形示意图

129⋅12S=34S=72\frac{\frac129\cdot 12}{S}=\frac{3}{4}\\ S=72
=

S

9 ⋅ 122
1

4
3

S = 72

a⃗=12(AB⃗+AC⃗)b⃗=12(BC⃗+BA⃗)c⃗=12(CA⃗+CB⃗)a⃗+b⃗+c⃗=0⃗S△ABC=12∣AB⃗×AC⃗∣S△′=12∣a⃗×b⃗∣=18∣(AB⃗+AC⃗)×(AC⃗−2AB⃗)∣=38∣AB⃗×AC⃗∣=34S△ABC\vec{a}=\frac{1}{2}(\vec{AB}+\vec{AC})\\ \vec{b}=\frac{1}{2}(\vec{BC}+\vec{BA})\\ \vec{c}=\frac{1}{2}(\vec{CA}+\vec{CB})\\ \vec{a}+\vec{b}+\vec{c}=\vec{0}\\ S_{\triangle ABC}=\frac12|\vec{AB}\times\vec{AC}|\\ S'_\triangle=\frac12|\vec{a}\times\vec{b}|\\ =\frac{1}{8}|(\vec{AB}+\vec{AC})\times(\vec{AC}-2\vec{AB})|\\ =\frac{3}{8}|\vec{AB}\times\vec{AC}|=\frac34S_{\triangle ABC}=a ( +
2
1
AB )AC

=b ( +
2
1
BC )BA

=c ( +
2
1
CA )CB

+a +b =c 0

S =△ABC ∣ ×
2
1
AB ∣AC

S =△
′ ∣ ×

2
1
a ∣b

= ∣( +
8
1

AB ) ×AC ( −AC 2 )∣AB

= ∣ ×
8
3
AB ∣ =AC S

4
3

△ABC
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:例题 8.11

如图，点  分别是  三边  上的三等分点， ， ，
。若 ，求 。

例题 8.11 的原 PDF 几何示意图

此题需要大量使用梅涅劳斯定理求线段比:

同理,根据图形对称性有:

D,E,FD,E,FD,E,F △ABC\triangle ABC△ABC BC,AC,ABBC,AC,ABBC,AC,AB EC=2AEEC=2AEEC = 2AE BD=2CDBD=2CDBD = 2CD
AF=2BFAF=2BFAF = 2BF S△ABC=1S_{\triangle ABC}=1S =△ABC 1 S△PQRS_{\triangle PQR}S△PQR

APPD⋅DBBC⋅CEEA=1APPD⋅23⋅21=1APPD=34,AP=37ADARRD⋅DCCB⋅BFFA=1ARRD⋅13⋅12=1ARRD=6,RD=17ADDR:RP:PA=1:3:3\frac{AP}{PD}\cdot\frac{DB}{BC}\cdot\frac{CE}{EA}=1\\ \frac{AP}{PD}\cdot\frac{2}{3}\cdot\frac21=1\\ \frac{AP}{PD}=\frac{3}{4},AP=\frac37AD\\ \frac{AR}{RD}\cdot\frac{DC}{CB}\cdot\frac{BF}{FA}=1\\ \frac{AR}{RD}\cdot\frac{1}{3}\cdot\frac12=1\\ \frac{AR}{RD}=6,RD=\frac{1}{7}AD\\ DR:RP:PA=1:3:3⋅
PD

AP
⋅

BC

DB
=

EA

CE
1

⋅
PD

AP
⋅

3
2

=
1
2

1

=
PD

AP
,AP =

4
3

AD
7
3

⋅
RD

AR
⋅

CB

DC
=

FA

BF
1

⋅
RD

AR
⋅

3
1

=
2
1

1

=
RD

AR
6,RD = AD

7
1

DR : RP : PA = 1 : 3 : 3
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于是,线段的比例已知,我们得以大展拳脚:

当然,此题同样可以用平面向量共线定理解决,请读者自证.

B C

A

D

E

F

P

Q

R

三等分点与塞瓦线

梅涅劳斯求出各交点分比

RP/RA=1/2，RQ/RF=3/4

RF/FC=4/7，AF/AB=2/3

S₍PQR₎ = 1/7

例题 8.11 的三等分点与塞瓦线示意图

例题 8.12

题目来源： 北京大学

求证：边长为  的正五边形的对角线长为 。

易知对角线长:

已知:

故:

RPRA=12,RQRF=34\frac{RP}{RA}=\frac12,\frac{RQ}{RF}=\frac34=
RA

RP
, =

2
1
RF

RQ

4
3

S△PQRS△AFR=RPRA⋅RQRF=38S△AFRS△ACF=RFFC=47S△ACFS△ABC=AFAB=23S△PQR=38⋅47⋅23S△ABC=17\frac{S_{\triangle PQR}}{S_{\triangle AFR}}=\frac{RP}{RA}\cdot\frac{RQ}{RF}=\frac38\\ \frac{S_{\triangle AFR}}{S_{\triangle ACF}}=\frac{RF}{FC}=\frac47\\ \frac{S_{\triangle ACF}}{S_{\triangle ABC}}=\frac{AF}{AB}=\frac23\\ S_{\triangle PQR}=\frac38\cdot\frac47\cdot\frac23S_{\triangle ABC}=\frac17=
S△AFR

S△PQR ⋅
RA

RP
=

RF

RQ

8
3

=
S△ACF

S△AFR =
FC

RF

7
4

=
S△ABC

S△ACF =
AB

AF

3
2

S =△PQR ⋅
8
3

⋅
7
4

S =
3
2

△ABC 7
1

11
1

5+12\dfrac{\sqrt5+1}{2}
2
+ 15

2sin3π10=2cosπ52\sin\frac{3\pi}{10}=2\cos\frac{\pi}{5}2 sin =10
3π 2 cos 5

π

sinπ10=5−14\sin\frac{\pi}{10}=\frac{\sqrt5-1}{4}sin =10
π

4
−15

cosπ5=1−2sin2π10=5+14\cos\frac{\pi}{5}=1-2\sin^2\frac\pi{10}=\frac{\sqrt5+1}{4}cos =5
π 1 − 2 sin =2

10
π

4
+15
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更有趣味的解法:托勒密定理

在五边形顶点中任选4点,用托勒密定理:

A

B

CD

E
x

1

正五边形与托勒密

取四个相邻顶点组成圆内接四边形

托勒密：x² = x+1

x>0

x = (√5+1)/2

例题 8.12 的正五边形托勒密示意图

例题 8.13

题目来源： 北京大学

在圆内接四边形  中， ， ，则四边形  的面积等于

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

因为 ,故 .

再考虑托勒密定理:

x2=x+1(x>0)x=5+12x^2=x+1(x\gt0)\\ x=\frac{\sqrt5+1}{2}x =2 x + 1(x > 0)

x =
2
+ 15

ABCDABCDABCD BD=6BD=6BD = 6 ∠ABD=∠CBD=30∘\angle ABD=\angle CBD=30^\circ∠ABD = ∠CBD = 30∘ ABCDABCDABCD

838\sqrt38 3

939\sqrt39 3

12312\sqrt312 3

∠ABD=∠CBD\angle ABD=\angle CBD∠ABD = ∠CBD ∠ADC=180∘−2⋅30∘=120∘,AD=CD=m,AC=3m\angle ADC=180^\circ-2\cdot30^\circ=120^\circ,AD=CD=m,AC=\sqrt3m∠ADC = 180 −∘ 2 ⋅ 30 =∘ 120 ,AD =∘ CD = m,AC = m3

SABCD=12BD(AB+AC)sin30∘=32(AB+AC)S_{ABCD}=\frac12BD(AB+AC)\sin30^\circ=\frac32(AB+AC)S =ABCD BD(AB +
2
1

AC) sin 30 =∘ (AB +
2
3

AC)
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A

B

C

D
BD=6

30°

30°

圆内接四边形面积

等圆周角 ⇒ AD=CD

托勒密：AB+BC = √3·BD

S = ½BD(AB+BC)sin30°

S = 9√3

例题 8.13 的圆内接四边形面积示意图

例题 8.14

题目来源： 北京大学

在圆周上逆时针依次取  个点 ，已知 ， ， ， ，
则该圆的直径为

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

看到圆内角平分线,我们故技重施,用托勒密定理:

AB⋅CD+BC⋅AD=AC⋅BDAB+BC=3BD=63SABCD=93AB\cdot CD+BC\cdot AD=AC\cdot BD\\ AB+BC=\sqrt3BD=6\sqrt3\\ S_{ABCD}=9\sqrt3AB ⋅ CD + BC ⋅ AD = AC ⋅ BD

AB + BC = BD =3 6 3

S =ABCD 9 3

444 A,B,C,DA,B,C,DA,B,C,D BA=1BA=1BA = 1 BC=2BC=2BC = 2 BD=3BD=3BD = 3 ∠ABD=∠DBC\angle ABD=\angle DBC∠ABD = ∠DBC

252\sqrt52 5

262\sqrt62 6

272\sqrt72 7
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A

B

C

DBA=1

BC=2

BD=3θ

θ

圆周角平分线

∠ABD=∠DBC ⇒ AD=DC

托勒密 ⇒ AD/AC=BD/(AB+BC)=1

故 ∠ADC=60°，AC=√7

直径 = 2√21/3（选 D）

例题 8.14 的圆周角平分线示意图

例题 8.15

题目来源： 北京大学

在凸四边形  中， ， ， ，四边形  的面积等于

则  的长（精确到小数点后  位）为

A.

B.

AB⋅CD+BC⋅AD=BD⋅ACAD=DCADAC=BDAB+BC=1∠ADC=60∘∠ABC=120∘AC=AB2+BC2−2AB⋅BCcos∠ABC=7d=msin∠ABC=2213AB\cdot CD+BC\cdot AD=BD\cdot AC\\ AD=DC\\ \frac{AD}{AC}=\frac{BD}{AB+BC}=1\\ \angle ADC=60^\circ\\ \angle ABC=120^\circ\\ AC=\sqrt{AB^2+BC^2-2AB\cdot BC\cos\angle ABC}=\sqrt7\\ d=\frac{m}{\sin\angle ABC}=\frac{2\sqrt{21}}{3}AB ⋅ CD + BC ⋅ AD = BD ⋅ AC

AD = DC

=
AC

AD
=

AB + BC

BD
1

∠ADC = 60∘

∠ABC = 120∘

AC = =AB + BC − 2AB ⋅ BC cos ∠ABC2 2 7

d = =
sin ∠ABC

m

3
2 21

ABCDABCDABCD BC=4BC=4BC = 4 ∠ADC=60∘\angle ADC=60^\circ∠ADC = 60∘ ∠BAD=90∘\angle BAD=90^\circ∠BAD = 90∘ ABCDABCDABCD

AB⋅CD+BC⋅AD2，\frac{AB\cdot CD+BC\cdot AD}{2}，，
2

AB ⋅ CD + BC ⋅ AD

CDCDCD 111

6.96.96.9

7.17.17.1
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C.

D. 前三个答案都不对

四边形面积是对边乘积的一半,这提醒我们使用托勒密定理:

这表明所有等号都成立,即 四点共圆.

根据图形对称性,有:

根据角度求边:

A

B

C

D

BC=4
CD=4√3

60°

90° 面积等号锁定共圆

面积上界与托勒密上界同时取等

⇒ AC⊥BC 且 A,B,C,D 共圆

于是 AB=BC=4，AD=CD

CD=4tan60°=4√3≈6.9

例题 8.15 的面积等号与共圆示意图

8.4 平面几何中的变换

例题 8.16

题目来源： 北京大学

7.37.37.3

SABCD≤12AC⋅BC≤AB⋅CD+BC⋅AD2S_{ABCD}\le\frac12AC\cdot BC\le\frac{AB\cdot CD+BC\cdot AD}{2}S ≤ABCD AC ⋅
2
1

BC ≤
2

AB ⋅ CD + BC ⋅ AD

BC⊥AC,A,B,C,DBC\perp AC,A,B,C,DBC ⊥ AC,A,B,C,D

AB=BC=4,AD=DCAB=BC=4,AD=DCAB = BC = 4,AD = DC

∠ABC=120∘∠DBC=60∘CD=tan60∘BC=43≈6.9\angle ABC=120^\circ\\ \angle DBC=60^\circ\\ CD=\tan60^\circ BC=4\sqrt3\approx 6.9∠ABC = 120∘

∠DBC = 60∘

CD = tan 60 BC =∘ 4 ≈3 6.9
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已知正方形  的边长为 ，  是正方形内部的  个点，使得 、 、
 和  都是正三角形，则四边形  的面积等于

A.

B.

C.

D. 前三个答案都不对

根据对称性,显然四边形 为正方形,故:

A B

CD

P₁

P₂

P₃

P₄

四个内置正三角形

对称性 ⇒ P₁P₂P₃P₄ 为正方形

∠P₁BP₂=30°

P₁P₂²=1+1−2cos30°

面积 = 2−√3

例题 8.16 的四个内置正三角形示意图

例题 8.17

题目来源： 北京大学

正方形  与点  在同一平面内。已知该正方形的边长为 ，且

则  的最大值为

A.

B.

ABCDABCDABCD 111 P1,P2,P3,P4P_1,P_2,P_3,P_4P ,P ,P ,P1 2 3 4 444 △ABP1\triangle ABP_1△ABP1 △BCP2\triangle BCP_2△BCP2

△CDP3\triangle CDP_3△CDP3 △DAP4\triangle DAP_4△DAP4 P1P2P3P4P_1P_2P_3P_4P P P P1 2 3 4

2−32-\sqrt32 − 3

6−24\dfrac{\sqrt6-\sqrt2}{4}
4
−6 2

1+38\dfrac{1+\sqrt3}{8}
8

1 + 3

P1P2P3P4P_1P_2P_3P_4P P P P1 2 3 4

SP1P2P3P4=P1P22P1P22=BP22+BP12−2BP1BP2cos30∘=2−3S_{P_1P_2P_3P_4}=P_1P_2^2\\ P_1P_2^2=BP_2^2+BP_1^2-2BP_1BP_2\cos30^\circ=2-\sqrt3S =P P P P1 2 3 4 P P1 2
2

P P =1 2
2 BP +2

2 BP −1
2 2BP BP cos 30 =1 2

∘ 2 − 3

ABCDABCDABCD PPP 111

∣PA∣2+∣PB∣2=∣PC∣2,|PA|^2+|PB|^2=|PC|^2,∣PA∣ +2 ∣PB∣ =2 ∣PC∣ ,2

∣PD∣|PD|∣PD∣

2+22+\sqrt22 + 2

222\sqrt22 2
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C.

D. 前三个答案都不对

Lemma:

于是消去PB,PC得:

A B

C

D

P

PD

PA

P 的轨迹

正方形与距离轨迹

正方形恒等式消去 PB、PC

PD² = 2PA²

AD ≥ PD−PA

PDmax = 2+√2

例题 8.17 的正方形距离轨迹示意图

例题 8.18

题目来源： 上海交通大学

设  表示三角形三边长，均为整数，且 。若 （  为正整数），则可组成这样的三角形
______ 个。

长度分别为 的边能构成三角形的充要条件:

那么固定 ,考察 的可能情况数:

1+21+\sqrt21 + 2

∣PA∣2+∣PC∣2=∣PD∣2+∣PB∣2|PA|^2+|PC|^2=|PD|^2+|PB|^2∣PA∣ +2 ∣PC∣ =2 ∣PD∣ +2 ∣PB∣2

2∣PA∣2=∣PD∣22∣PA∣=∣PD∣1=AD≥∣PD∣−∣PA∣=2−22∣PD∣∣PD∣≤2+22|PA|^2=|PD|^2\\ \sqrt2|PA|=|PD|\\ 1=AD\ge |PD|-|PA|=\frac{2-\sqrt2}{2}|PD|\\ |PD|\le2+\sqrt22∣PA∣ =2 ∣PD∣2

∣PA∣ =2 ∣PD∣

1 = AD ≥ ∣PD∣ − ∣PA∣ = ∣PD∣
2

2 − 2

∣PD∣ ≤ 2 + 2

a,b,ca,b,ca, b, c a≤b≤ca\le b\le ca ≤ b ≤ c b=nb=nb = n nnn

a≤b≤ca\le b\le ca ≤ b ≤ c

a+b>ca+b\gt c a + b > c

aaa ccc
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总情况数:

c=n, n+1, …, n+a−1

a

c

1

2

3

4

n
整数边计数

固定 a∈{1,…,n}

n ≤ c ≤ n+a−1

每个 a 对应 a 种 c

总数 1+2+…+n = n(n+1)/2

例题 8.18 的整数边计数示意图

a=1,c=na=2,c=n,n+1a=3,c=n,n+1,n+2⋯a=n,c=n,n+1,⋯ ,2n−2,2n−1a=1,c=n\\ a=2,c=n,n+1\\ a=3,c=n,n+1,n+2\\ \cdots\\ a=n,c=n,n+1,\cdots,2n-2,2n-1a = 1, c = n

a = 2, c = n,n + 1

a = 3, c = n,n + 1,n + 2

⋯

a = n, c = n,n + 1, ⋯ , 2n − 2, 2n − 1

1+2+3+⋯+n=n(n+1)21+2+3+\cdots+n=\frac{n(n+1)}21 + 2 + 3 + ⋯ + n = 2
n(n+1)
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