
[2027强基计划]平面向量
整理《2027强基计划》第6章平面向量中的二十二道例题，涵盖向量条件的几何翻译、数量积几何
化、重心及其推广和内积不等式。

2026年8月2日· 强基计划 · 数学竞赛

向量条件的几何翻译

例题 6.1

（浙江卷）已知 ， ，  是平面向量，  是单位向量。若非零向量  与  的夹角为 ，向量  满足

则  的最小值是（　　）

A.

B. 

C. 

D. 

应当注意到因式分解: 

数形结合,考虑圆周上点到定直线上距离的最小值,选出A.

强
基
计
划

a⃗\vec{a}a b⃗\vec{b}b e⃗\vec{e}e e⃗\vec{e}e a⃗\vec{a}a e⃗\vec{e}e π3\frac{\pi}{3}
3
π b⃗\vec{b}b

∣b⃗∣2−4e⃗⋅b⃗+3=0,|\vec{b}|^2-4\vec{e}\cdot\vec{b}+3=0,∣ ∣ −b 2 4 ⋅e +b 3 = 0,

∣a⃗−b⃗∣|\vec{a}-\vec{b}|∣ −a ∣b

3−1\sqrt3-1−3 1

3+1\sqrt3+1+3 1

222

2−32-\sqrt32 − 3

(b⃗−e⃗)(b⃗−3e⃗)=0\begin{gathered} (\vec{b}-\vec{e})(\vec{b}-3\vec{e})=0 \end{gathered}( − )( − 3 ) = 0b e b e
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O

A

B

M

e

a

b60°
圆心 2e

半径 1

把代数条件翻译成圆

|b − 2e|² = 1

b 的端点 B 在圆上

圆心到射线的距离

2 sin 60° = √3

再减去圆的半径
min |a − b| = √3 − 1

例题 6.1 的向量几何翻译

例题 6.2

已知向量 ，  满足

则  的取值范围是（　　）

A.

B. 

C. 

D. 

不难发现,题中暗藏着 的椭圆 ,所求 则是椭圆上点到中心的距离,
则:

a⃗\vec{a}a b⃗\vec{b}b

∣a⃗∣=3,∣4a⃗+b⃗∣+∣b⃗∣=8,|\vec{a}|=\sqrt3, \qquad |4\vec{a}+\vec{b}|+|\vec{b}|=8,∣ ∣ =a , ∣4 +3 a ∣ +b ∣ ∣ =b 8,

∣2a⃗+b⃗∣|2\vec{a}+\vec{b}|∣2 +a ∣b

[2,4][2,4][2, 4]

[0,8][0,8][0, 8]

[3,8][\sqrt3,8][ , 8]3

[4,16][4,16][4, 16]

a=4,c=23.b=2a=4,c=2\sqrt{3}.b=2a = 4, c = 2 .b =3 2 x216+y24=1\frac{x^2}{16}+\frac{y^2}{4}=1+16
x2

=4
y2

1 ∣2a⃗+b⃗∣|2\vec{a}+\vec{b}|∣2 +a ∣b

x2+4y2=16,y∈[−2,+2]d2=x2+y2=(16−4y2)+y2=16−3y2∈[4,16]d∈[2,4]\begin{gathered} x^2+4y^2=16,y\in[-2,+2]\\ d^2=x^2+y^2=(16-4y^2)+y^2\\ =16-3y^2\in[4,16]\\ d\in[2,4] \end{gathered}x + 4y = 16, y ∈ [−2, +2]2 2

d = x + y = (16 − 4y ) + y2 2 2 2 2

= 16 − 3y ∈ [4, 16]2

d ∈ [2, 4]
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F OC

B

|4a+b| |b||2a+b|

长半轴 4

短半轴 2

距离和固定为 8

焦距：4√3

半长轴：4

半短轴：2

中心到椭圆的距离

2 ≤ |CB| ≤ 4

因此答案为 [2, 4]

例题 6.2 的椭圆模型

例题 6.3

（北京大学） ，  的夹角为 ，

 在  时取得最小值。若 ，则  的取值范围为（　　）

A. 

B. 

C. 

D.

先考虑代数方法,构建目标函数: 

OA⃗\vec{OA}OA OB⃗\vec{OB}OB θ\thetaθ

∣OA⃗∣=2,∣OB⃗∣=1,|\vec{OA}|=2, \qquad |\vec{OB}|=1,∣ ∣ =OA 2, ∣ ∣ =OB 1,

OP⃗=tOA⃗,OQ⃗=(1−t)OB⃗.\vec{OP}=t\vec{OA}, \qquad \vec{OQ}=(1-t)\vec{OB}.=OP t , =OA OQ (1 − t) .OB

∣PQ⃗∣|\vec{PQ}|∣ ∣PQ t=t0t=t_0t = t0 0<t0<150<t_0<\frac150 < t <0 5
1 θ\thetaθ

(π3,π2)\left(\frac\pi3,\frac\pi2\right),( 3
π

2
π )

(π3,2π3)\left(\frac\pi3,\frac{2\pi}3\right),( 3
π

3
2π )

(π2,5π6)\left(\frac\pi2,\frac{5\pi}6\right),( 2
π

6
5π )

(π2,2π3)\left(\frac\pi2,\frac{2\pi}3\right),( 2
π

3
2π )

FRESHMARK · 强基计划 [2027强基计划]平面向量

3 / 31



当然,我们自有巧妙的几何法:

作平行四边形 ,过点 作 交 与点 ,则 且 ,又出现了一
个平行四边形 .

所求 ,当 最短,即 时, 取得最小值.

作 ,须知 .

对直角三角形 使用勾股定理: 

∣PQ⃗∣=∣OQ⃗−OP⃗∣=∣OQ⃗∣2+∣OP⃗∣2−2∣OQ⃗∣∣OP⃗∣cosθ=(1−t)2+(2t)2−2⋅(1−t)⋅(2t)cosθ=(5+4cosθ)t2−2(2cosθ+1)t+1,t∈Rt0=2cosθ+15+4cosθ∈(0,15)cosθ∈(−12,0),θ∈[0,π]⟺θ∈(π2,2π3)\begin{gathered} |\vec{PQ}|=|\vec{OQ}-\vec{OP}|\\ =\sqrt{|\vec{OQ}|^2+|\vec{OP}|^2-2|\vec{OQ}||\vec{OP}|\cos\theta}\\ =\sqrt{(1-t)^2+(2t)^2-2\cdot(1-t)\cdot (2t)\cos\theta}\\ =\sqrt{(5+4\cos\theta)t^2-2(2\cos\theta+1)t+1},t\in \mathbb{R}\\ t_0=\frac{2\cos\theta+1}{5+4\cos\theta}\in(0,\frac15)\\ \cos\theta\in(-\frac12,0),\theta\in[0,\pi]\\ \Longleftrightarrow \theta\in(\frac{\pi}{2},\frac{2\pi}{3}) \end{gathered}∣ ∣ = ∣ − ∣PQ OQ OP

= ∣ ∣ + ∣ ∣ − 2∣ ∣∣ ∣ cos θOQ 2 OP 2 OQ OP

= (1 − t) + (2t) − 2 ⋅ (1 − t) ⋅ (2t) cos θ2 2

= , t ∈ R(5 + 4 cos θ)t − 2(2 cos θ + 1)t + 12

t = ∈ (0, )0 5 + 4 cos θ
2 cos θ + 1

5
1

cos θ ∈ (− , 0), θ ∈ [0,π]
2
1

⟺ θ ∈ ( , )
2
π

3
2π

OACBOACBOACB PPP PM∥OBPM\parallel OBPM ∥ OB OCOCOC MMM PM∥BQPM\parallel BQPM ∥ BQ ∣PM∣=∣BQ∣=t|PM|=|BQ|=t∣PM ∣ = ∣BQ∣ = t

PMBQPMBQPMBQ

∣PQ∣=∣BM∣|PQ|=|BM|∣PQ∣ = ∣BM ∣ ∣BM∣|BM|∣BM ∣ BM⊥OCBM\perp OCBM ⊥ OC ∣PQ∣|PQ|∣PQ∣

BH⊥OCBH\perp OCBH ⊥ OC t0=∣OP∣∣OA∣=∣OH∣∣OC∣t_0=\frac{|OP|}{|OA|}=\frac{|OH|}{|OC|}t =0 =∣OA∣
∣OP ∣

∣OC∣
∣OH∣

OHB,CHBOHB,CHBOHB,CHB

{OH2+HB2=OB2=1,CH2+HB2=BC2=4CH2−OH2=3(OC−OH)2−OH2=3OC2−2OC⋅OH=3OC2(1−2t0)=3OC2=31−2t0∈(3,5)OC2=OB2+BC2−2OB⋅OCcos(π−θ)=5+4cosθcosθ∈(−12,0)⟺θ∈(π2,2π3)\begin{gathered} \begin{cases} OH^2+HB^2=OB^2=1,\\ CH^2+HB^2=BC^2=4 \end{cases}\\ CH^2-OH^2=3\\ (OC-OH)^2-OH^2=3\\ OC^2-2OC\cdot OH=3\\ OC^2(1-2t_0)=3\\ OC^2=\frac{3}{1-2t_0}\in(3,5)\\ OC^2=OB^2+BC^2-2OB\cdot OC\cos(\pi-\theta)\\ =5+4\cos\theta\\ \cos\theta\in(-\frac{1}{2},0)\Longleftrightarrow \theta\in(\frac{\pi}{2},\frac{2\pi}{3}) \end{gathered}{OH + HB = OB = 1,2 2 2

CH + HB = BC = 42 2 2

CH − OH = 32 2

(OC − OH) − OH = 32 2

OC − 2OC ⋅ OH = 32

OC (1 − 2t ) = 32
0

OC = ∈ (3, 5)2

1 − 2t0

3

OC = OB + BC − 2OB ⋅ OC cos(π − θ)2 2 2

= 5 + 4 cos θ

cos θ ∈ (− , 0) ⟺ θ ∈ ( , )
2
1

2
π

3
2π
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O A

B C

P

Q

M=H

|OA|=2

|OB|=1

两次平行四边形

PM ∥ BQ，且 |PM|=|BQ|

所以 PMBQ 为平行四边形

|PQ| = |BM|

最短位置

当 M 与垂足 H 重合时

BH ⟂ OC

t₀ = |OH| / |OC|

例题 6.3 的平行四边形构造

例题 6.4

在直角三角形  中， ， ， ，

 是  的中点。对任意 ，

的最小值记为 ，则当  时，  的最大值为 。

这意味着如果取T点,使得 ,则有 三点共线.

△ABC\triangle ABC△ABC AB=4AB=4AB = 4 AC=3AC=3AC = 3 ∠A=π2\angle A=\frac\pi2∠A = 2
π

AP⃗=mPB⃗,AQ⃗=nQC⃗,1m+1n=12.\vec{AP}=m\vec{PB}, \qquad \vec{AQ}=n\vec{QC}, \qquad \frac1m+\frac1n=\frac12.=AP m , =PB AQ n , +QC
m

1
=

n

1
.

2
1

MMM BCBCBC λ∈R\lambda\in\mathbb Rλ ∈ R

∣λQP⃗+QM⃗∣\left|\lambda\vec{QP}+\vec{QM}\right|λ +QP QM

f(m)f(m)f(m) m>0m>0m > 0 f(m)f(m)f(m) ‾\underline{\qquad}

AB⃗=AP⃗+PB⃗=m+1mAP⃗AC⃗=AQ⃗+QC⃗=n+1nAQ⃗AB⃗+AC⃗=(1+1m)AP⃗+(1+1n)AQ⃗(1+1m)+(1+1n)=5225[(1+1m)AP⃗+(1+1n)AQ⃗]=25(AB⃗+AC⃗)=45AM⃗\begin{gathered} \vec{AB}=\vec{AP}+\vec{PB}=\frac{m+1}{m}\vec{AP}\\ \vec{AC}=\vec{AQ}+\vec{QC}=\frac{n+1}{n}\vec{AQ}\\ \vec{AB}+\vec{AC}=(1+\frac1m)\vec{AP}+(1+\frac1n)\vec{AQ}\\ (1+\frac1m)+(1+\frac1n)=\frac{5}{2}\\ \frac{2}{5}[(1+\frac1m)\vec{AP}+(1+\frac1n)\vec{AQ}]=\frac{2}{5}(\vec{AB}+\vec{AC})=\frac{4}{5}\vec{AM}\\ \end{gathered}= + =AB AP PB
m

m + 1
AP

= + =AC AQ QC
n

n + 1
AQ

+ = (1 + ) + (1 + )AB AC
m

1
AP

n

1
AQ

(1 + ) + (1 + ) =
m

1
n

1
2
5

[(1 + ) + (1 + ) ] = ( + ) =
5
2

m

1
AP

n

1
AQ

5
2
AB AC

5
4
AM

ATAM=45\frac{AT}{AM}=\frac{4}{5}=
AM
AT

5
4 P,Q,TP,Q,TP ,Q,T
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等于直线 到点M的距离,构建不等式: 

A

B

C

P

Q

M

T

AB=4

AC=3

AT : AM = 4 : 5

条件锁定一条过定点的直线

由 1/m + 1/n = 1/2

可得 P、Q、T 三点共线

AT / AM = 4 / 5

目标量的几何意义

min |λQP + QM| = d(M, PQ)

d(M,PQ) ≤ MT = 1/2

例题 6.4 的定比分点构型

数量积的几何化

极化恒等式:在 中, 为边 中点,则: 

例题 6.5

（清华大学）在  中， ， ， ，  为  上的点，且

设

minλ∈R∣λQP⃗+QM⃗∣\min_{\lambda\in\mathbb{R}}\left|\lambda\vec{QP}+\vec{QM}\right|min λ +λ∈R QP QM PQPQPQ

minλ∈R∣λQP⃗+QM⃗∣=d(M,PQ)≤∣TM∣=15∣AM∣=15⋅52=12\begin{gathered} \min_{\lambda\in\mathbb{R}}\left|\lambda\vec{QP}+\vec{QM}\right|\\ =d(M,PQ)\\ \leq |TM|\\ =\frac{1}{5}|AM|=\frac{1}{5}\cdot\frac{5}{2}=\frac{1}{2} \end{gathered}λ +
λ∈R
min QP QM

= d(M ,PQ)

≤ ∣TM ∣

= ∣AM ∣ = ⋅ =
5
1

5
1

2
5

2
1

△ABC\triangle ABC△ABC MMM BCBCBC

AB⃗⋅AC⃗=(AM⃗+MB⃗)(AM⃗−MB⃗)=∣AM∣2−∣MB∣2\vec{AB}\cdot\vec{AC}=(\vec{AM}+\vec{MB})(\vec{AM}-\vec{MB})=|AM|^2-|MB|^2⋅AB =AC ( +AM )( −MB AM ) =MB ∣AM ∣ −2 ∣MB∣2

△ABC\triangle ABC△ABC AC=BCAC=BCAC = BC P1P_1P1 P2P_2P2 P3P_3P3 ABABAB

P1B=12P2B=14P3B=18AB.P_1B=\frac12P_2B=\frac14P_3B=\frac18AB.P B =1 P B =
2
1

2 P B =
4
1

3 AB.
8
1

FRESHMARK · 强基计划 [2027强基计划]平面向量

6 / 31



则（　　）

A. 

B. 

C. 

D.

由几何关系, 都是 上的八等分点.

取 中点 ,考虑极化恒等式 ,其中 为一定值.

由图形比例:

A B

C

M

P₁
P₂

P₃

M 为 BC 中点 极化恒等式

Iₖ = |PₖM|² − |BM|²

|BM| 是定值，只需比较 PₖM

|P₃M| > |P₁M| > |P₂M|

I₂ < I₁ < I₃

例题 6.5 的极化恒等式构型

例题 6.6

在  中，  是边  上一定点，满足

且对于边  上任意一点 ，恒有

Ik=PkB⃗⋅PkC⃗(k=1,2,3),I_k=\vec{P_kB}\cdot\vec{P_kC} \qquad(k=1,2,3),I =k ⋅P Bk (k =P Ck 1, 2, 3),

I1<I2<I3I_1<I_2<I_3I <1 I <2 I3

I1<I3<I2I_1<I_3<I_2I <1 I <3 I2

I3<I2<I1I_3<I_2<I_1I <3 I <2 I1

I2<I1<I3I_2<I_1<I_3I <2 I <1 I3

P1,P2,P3P_1,P_2,P_3P ,P ,P1 2 3 ABABAB

BCBCBC MMM Ik=PkB⃗⋅PkC⃗=∣PkM∣2−∣BM∣2(k=1,2,3)I_k=\vec{P_kB}\cdot\vec{P_kC}=|P_kM|^2-|BM|^2(k=1,2,3)I =k ⋅P Bk =P Ck ∣P M ∣ −k
2 ∣BM ∣ (k =2 1, 2, 3) ∣BM∣|BM|∣BM ∣

∣P3M∣>∣P1M∣>∣P2M∣⟺I2<I1<I3|P_3M|>|P_1M|>|P_2M|\Longleftrightarrow I_2< I_1< I_3∣P M ∣ >3 ∣P M ∣ >1 ∣P M ∣ ⟺2 I <2 I <1 I3

△ABC\triangle ABC△ABC P0P_0P0 ABABAB

P0B=14AB,P_0B=\frac14AB, P B =0 AB,
4
1

ABABAB PPP

PB⃗⋅PC⃗≥P0B⃗⋅P0C⃗,\vec{PB}\cdot\vec{PC} \geq \vec{P_0B}\cdot\vec{P_0C},⋅PB ≥PC ⋅P B0 ,P C0
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则（　　）

A. 

B. 

C. 

D.

这表明 是最短线段, .又注意到如果取 中点 ,则 为 中 所对中位线,则
.

根据三线合一, ,则D正确,AB均错误.

若将 延 方向拉长,则仍满足题目条件,但选项C不一定正确,故选D

A B

C

M

P₀T

最短线段 P₀M

P₀B = AB/4

数量积最小

等价于 |PM| 在 P=P₀ 时最小

P₀M ⟂ AB

T 是 AB 中点，M 是 BC 中点

所以 CT ∥ P₀M，进而 CT ⟂ AB

AC = BC

例题 6.6 的中点与垂线构型

例题 6.7

（清华大学）向量 ， 。若对任意 ，都有

则（　　）

A. 

∠ABC=90∘\angle ABC=90^\circ∠ABC = 90∘

∠BAC=90∘\angle BAC=90^\circ∠BAC = 90∘

AB=ACAB=ACAB = AC

AC=BCAC=BCAC = BC

PB⃗⋅PC⃗=∣PM∣2−∣BM∣2≥P0B⃗⋅P0⃗=∣P0M∣2−∣BM∣2\begin{gathered} \vec{PB}\cdot\vec{PC}=|PM|^2-|BM|^2\\ \geq \vec{P_0B}\cdot\vec{P_0}=|P_0M|^2-|BM|^2 \end{gathered}⋅ = ∣PM ∣ − ∣BM ∣PB PC 2 2

≥ ⋅ = ∣P M ∣ − ∣BM ∣P B0 P0 0
2 2

P0MP_0MP M0 P0M⊥ABP_0M\perp ABP M ⊥0 AB ABABAB TTT TMTMTM △ABC\triangle ABC△ABC ACACAC

CT⊥P0M⟹CT⊥ABCT\perp P_0M \Longrightarrow CT\perp ABCT ⊥ P M ⟹0 CT ⊥ AB

AC=BCAC=BCAC = BC

△ABC\triangle ABC△ABC CTCTCT

a⃗≠e⃗\vec{a}\ne\vec{e}=a  e ∣e⃗∣=1|\vec{e}|=1∣ ∣ =e 1 t∈Rt\in\mathbb Rt ∈ R

∣a⃗−te⃗∣≥∣a⃗+e⃗∣,|\vec{a}-t\vec{e}|\geq|\vec{a}+\vec{e}|,∣ −a t ∣ ≥e ∣ +a ∣,e

a⃗⊥e⃗\vec{a}\perp\vec{e}⊥a e
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B. 

C.

D. 

将向量 平移至共起点,可知题目条件本质为

O−e

A

e

aa+e

端点 te 沿直线移动

把模长看成点到直线

|a−te| 是 A 到 te 的距离

题设给出的最短点是 t=−1

a+e ⟂ e

选择 C

例题 6.7 的向量投影图

例题 6.8

在  中：

若 ， ，求证：

若 ， ，求证：

a⃗⊥(a⃗+e⃗)\vec{a}\perp(\vec{a}+\vec{e})⊥a ( +a )e

e⃗⊥(a⃗+e⃗)\vec{e}\perp(\vec{a}+\vec{e})⊥e ( +a )e

(a⃗−e⃗)⊥(a⃗+e⃗)(\vec{a}-\vec{e})\perp(\vec{a}+\vec{e})( −a ) ⊥e ( +a )e

a⃗≠e⃗\vec{a}\ne\vec{e}=a  e e⃗⊥(a⃗+e⃗)\vec{e}\perp(\vec{a}+\vec{e})⊥e ( +a )e

△ABC\triangle ABC△ABC

1. CA⃗=a⃗\vec{CA}=\vec{a}=CA a CB⃗=b⃗\vec{CB}=\vec{b}=CB b

S△ABC=12(∣a⃗∣∣b⃗∣)2−(a⃗⋅b⃗)2.S_{\triangle ABC} =\frac12\sqrt{(|\vec{a}||\vec{b}|)^2-(\vec{a}\cdot\vec{b})^2}.
S =△ABC .

2
1

(∣ ∣∣ ∣) − ( ⋅ )a b 2 a b 2

2. CA⃗=(x1,y1)\vec{CA}=(x_1,y_1)=CA (x , y )1 1 CB⃗=(x2,y2)\vec{CB}=(x_2,y_2)=CB (x , y )2 2

S△ABC=12∣x1y2−x2y1∣.S_{\triangle ABC}=\frac12|x_1y_2-x_2y_1|.S =△ABC ∣x y −
2
1

1 2 x y ∣.2 1
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C A

B
A+B

a

b

φ

高

同一个面积，三种写法

S = ½|a||b| sin φ

S = ½√(|a|²|b|²−(a·b)²)

S = ½|x₁y₂−x₂y₁|

三角形面积 = 平行四边形面积 ÷ 2

例题 6.8 的向量面积图

重心的向量刻画及其推广

例题 6.9

 的重心为点 ，过点  的直线分别交 ，  于点 ， 。若

利用向量证明：

S△ABC=12∣a⃗∣∣b⃗∣sin⟨a⃗,b⃗⟩=12∣a⃗∣∣b⃗∣1−cos2⟨a⃗,b⃗⟩=12∣a⃗∣∣b⃗∣1−(a⃗⋅b⃗∣a⃗∣∣b⃗∣)2=12∣a⃗∣2∣b⃗∣2−(a⃗⋅b⃗)2=12(x12+y12)(x22+y22)−(x1x2+y1y2)2=12(x1y2−x2y1)2=12∣x1y2−x2y1∣\begin{gathered} S_{\triangle ABC}=\frac{1}{2}|\vec{a}||\vec{b}|\sin\langle\vec{a},\vec{b}\rangle\\ =\frac{1}{2}|\vec{a}||\vec{b}|\sqrt{1-\cos^2\langle\vec{a},\vec{b}\rangle}\\ =\frac{1}{2}|\vec{a}||\vec{b}|\sqrt{1-(\frac{\vec{a}\cdot\vec{b}}{|\vec{a}||\vec{b}|})^2}\\ =\frac{1}{2}\sqrt{|\vec{a}|^2|\vec{b}|^2-(\vec{a}\cdot\vec{b})^2}\\ =\frac{1}{2}\sqrt{(x_1^2+y_1^2)(x_2^2+y_2^2)-(x_1x_2+y_1y_2)^2}\\ =\frac{1}{2}\sqrt{(x_1y_2-x_2y_1)^2}=\frac12|x_1y_2-x_2y_1| \end{gathered}S = ∣ ∣∣ ∣ sin⟨ , ⟩△ABC 2
1
a b a b

= ∣ ∣∣ ∣
2
1
a b 1 − cos ⟨ , ⟩2 a b

= ∣ ∣∣ ∣
2
1
a b 1 − ( )

∣ ∣∣ ∣a b

⋅a b 2

=
2
1

∣ ∣ ∣ ∣ − ( ⋅ )a 2 b 2 a b 2

=
2
1

(x + y )(x + y ) − (x x + y y )1
2

1
2

2
2

2
2

1 2 1 2
2

= = ∣x y − x y ∣
2
1

(x y − x y )1 2 2 1
2

2
1

1 2 2 1

△ABC\triangle ABC△ABC MMM MMM ABABAB ACACAC EEE FFF

AE=kAB,AF=hAC,AE=kAB, \qquad AF=hAC,AE = kAB, AF = hAC,

1k+1h=3.\frac1k+\frac1h=3. +
k

1
=

h

1
3.
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由于点 共线,则 ,故

A

B C

E F

M

S△AEF = 4/9 S△ABC

SBEFC = 5/9 S△ABC

重心截线关系

1/k + 1/h = 3

其中 AE=k·AB，AF=h·AC

面积比达到极值

当 k=h=2/3，即 EF ∥ BC

S小 : S大 = 4 : 5

最小比值为 4/5

例题 6.9 与 6.10 的重心截线图

例题 6.10

过  的重心作一条直线，将  分成两部分，则较小部分与较大部分的面积之比（　　）

A. 最小值为 

B. 最小值为 

C. 最大值为 

D. 最大值为 

本题的几何图形与例6.9师出同门,应考虑结论: 

当然,我们还需要确定 的下界: 

AB⃗+AC⃗=3AM⃗13kAE⃗+13hAF⃗=AM⃗\begin{gathered} \vec{AB}+\vec{AC}=3\vec{AM}\\ \frac{1}{3k}\vec{AE}+\frac{1}{3h}\vec{AF}=\vec{AM} \end{gathered}+ = 3AB AC AM

+ =
3k
1
AE

3h
1
AF AM

E,F,ME,F,ME,F ,M 13k+13h=1\frac{1}{3k}+\frac{1}{3h}=1+3k
1 =3h

1 1 1k+1h=3\frac1k+\frac1h=3+
k
1 =

h
1 3

△ABC\triangle ABC△ABC △ABC\triangle ABC△ABC

34\frac34
4
3

45\frac45
5
4

43\frac43
3
4

54\frac54
4
5

S△ABCS△AEF=ABAEACAF=1k⋅1h≤(1k+1h2)2=94\begin{gathered} \frac{S_{\triangle ABC}}{S_{\triangle AEF}}=\frac{AB}{AE}\frac{AC}{AF}=\frac{1}{k}\cdot\frac{1}{h}\leq(\frac{\frac{1}{k}+\frac{1}{h}}{2})^2=\frac94 \end{gathered}
= = ⋅ ≤ ( ) =

S△AEF

S△ABC

AE

AB

AF

AC

k

1
h

1
2
+

k
1

h
1

2

4
9

S△ABCS△AEF\frac{S_{\triangle ABC}}{S_{\triangle AEF}}
S△AEF

S△ABC

FRESHMARK · 强基计划 [2027强基计划]平面向量

11 / 31



例题 6.11

设  是单位圆  内接正  边形的顶点，  是圆  上的任意点，则

（　　）

A. 

B. 

C. 

D. 前三个答案都不对

0<h,k≤1⟹(1k−1)(1h−1)≥01kh≥1h+1k−1=2S△ABCS△AEF∈[2,94]SBEFC≥S△AEFS△AEF+SBEFCS△AEF=1+SBEFCS△AEFSBEFCS△AEF∈[1,54]S△AEFSBEFC∈[45,1]\begin{gathered} 0< h,k\leq1\Longrightarrow (\frac{1}{k}-1)(\frac{1}{h}-1)\geq0\\ \frac{1}{kh}\geq \frac{1}{h}+\frac{1}{k}-1=2\\ \frac{S_{\triangle ABC}}{S_{\triangle AEF}}\in[2,\frac{9}{4}]\\ S_{BEFC}\geq S_{\triangle{AEF}}\\ \frac{S_{\triangle AEF}+S_{BEFC}}{S_{\triangle AEF}}=1+\frac{S_{BEFC}}{S_{\triangle AEF}}\\ \frac{S_{BEFC}}{S_{\triangle AEF}}\in[1,\frac{5}{4}]\\ \frac{S_{\triangle AEF}}{S_{BEFC}}\in[\frac{4}{5},1] \end{gathered}0 < h, k ≤ 1 ⟹ ( − 1)( − 1) ≥ 0
k

1
h

1

≥ + − 1 = 2
kh

1
h

1
k

1

∈ [2, ]
S△AEF

S△ABC

4
9

S ≥ SBEFC △AEF

= 1 +
S△AEF

S + S△AEF BEFC

S△AEF

SBEFC

∈ [1, ]
S△AEF

SBEFC

4
5

∈ [ , 1]
SBEFC

S△AEF

5
4

P1,P2,…,PnP_1,P_2,\ldots,P_nP ,P , … ,P1 2 n OOO nnn PPP OOO

PP12+PP22+⋯+PPn2=PP_1^2+PP_2^2+\cdots+PP_n^2=PP +1
2 PP +2

2 ⋯ + PP =n
2

000

111

nnn

PP12+PP22+⋯+PPn2=∑i=1n(OP⃗−OOi⃗)2=n(∣OP∣2+R)2−2OP⃗(∑i=1nOOi)=2n−2OP⃗⋅0⃗\begin{gathered} PP_1^2+PP_2^2+\cdots+PP_n^2\\ =\sum_{i=1}^n(\vec{OP}-\vec{OO_i})^2\\ =n(|OP|^2+R)^2-2\vec{OP}(\sum_{i=1}^nOO_i)\\ =2n-2\vec{OP}\cdot\vec{0} \end{gathered}PP + PP + ⋯ + PP1
2

2
2

n
2

= ( − )
i=1

∑
n

OP OOi
2

= n(∣OP ∣ + R) − 2 ( OO )2 2 OP

i=1

∑
n

i

= 2n − 2 ⋅OP 0
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O

P

P₁

P₂

P₃

Pₙ

正多边形的向量和为零

Σ OPᵢ = 0

单位圆上 |OP|=|OPᵢ|=1

Σ PPᵢ²

= 2n − 2 OP·ΣOPᵢ

= 2n

例题 6.11 的单位圆点系图

例题 6.12

（北京大学）单位圆的内接五边形的所有边及所有对角线的长度的平方和的最大值为（　　）

A. 

B. 

C.

D. 前三个答案都不对

见微知著,我们从 的情况开始研究.

在平面直角坐标系中,有三角形 ,考虑三条边的平方和: 

对于 ,我们注意到其交叉项的形式: 

151515

202020

252525

n=3n=3n = 3

ABCABCABC

AB2+BC2+CA2=∑cyc[(x1−x2)2+(y1−y2)2]=2∑cyc(x12+y12)−2∑cyc(x1x2+y1y2)\begin{gathered} AB^2+BC^2+CA^2\\ =\sum_{\mathrm{cyc}}[(x_1-x_2)^2+(y_1-y_2)^2]\\ =2\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1^2+y_1^2)-2\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1x_2+y_1y_2) \end{gathered}AB + BC + CA2 2 2

= [(x − x ) + (y − y ) ]
cyc

∑ 1 2
2

1 2
2

= 2 (x + y ) − 2 (x x + y y )
cyc

∑ 1
2

1
2

cyc

∑ 1 2 1 2

2∑cyc(x1x2+y1y2)2\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1x_2+y_1y_2)2 (x x +∑cyc 1 2 y y )1 2
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于是: 

显而易见,对于五边形的情况,只是系数不同: 

(x1+x2+x3)2=∑cycx12+2∑cyc(x1x2)(y1+y2+y3)2=∑cycy12+2∑cyc(y1y2)2∑cyc(x1x2+y1y2)=(x1+x2+x3)2+(y1+y2+y3)2−∑cyc(x12+y12)\begin{gathered} (x_1+x_2+x_3)^2=\sum_{\mathrm{cyc}}x_1^2+2\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1x_2)\\ (y_1+y_2+y_3)^2=\sum_{\mathrm{cyc}}y_1^2+2\sum_{\mathrm{cyc}}(y_1y_2)\\ 2\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1x_2+y_1y_2)=(x_1+x_2+x_3)^2+(y_1+y_2+y_3)^2-\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1^2+y_1^2) \end{gathered}(x + x + x ) = x + 2 (x x )1 2 3
2

cyc

∑ 1
2

cyc

∑ 1 2

(y + y + y ) = y + 2 (y y )1 2 3
2

cyc

∑ 1
2

cyc

∑ 1 2

2 (x x + y y ) = (x + x + x ) + (y + y + y ) − (x + y )
cyc

∑ 1 2 1 2 1 2 3
2

1 2 3
2

cyc

∑ 1
2

1
2

AB2+BC2+CA2=3∑cyc(x12+y12)−(x1+x2+x3)2−(y1+y2+y3)2≥3∑cyc(x12+y12)\begin{gathered} AB^2+BC^2+CA^2\\=3\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1^2+y_1^2)-(x_1+x_2+x_3)^2-(y_1+y_2+y_3)^2\\\geq3\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1^2+y_1^2) \end{gathered}AB + BC + CA2 2 2

= 3 (x + y ) − (x + x + x ) − (y + y + y )
cyc

∑ 1
2

1
2

1 2 3
2

1 2 3
2

≥ 3 (x + y )
cyc

∑ 1
2

1
2

=∑cyc[(x1−x2)2+(y1−y2)2]=3∑cyc(x12+y12)−2∑cyc(x1x2+y1y2)\begin{gathered} =\sum_{\mathrm{cyc}}[(x_1-x_2)^2+(y_1-y_2)^2]\\ =\textcolor{red}{3}\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1^2+y_1^2)-2\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1x_2+y_1y_2) \end{gathered}= [(x − x ) + (y − y ) ]
cyc

∑ 1 2
2

1 2
2

= 3 (x + y ) − 2 (x x + y y )
cyc

∑ 1
2

1
2

cyc

∑ 1 2 1 2

∑cyc[(x1−x2)2+(y1−y2)2]≥5∑cyc(x12+y12)=5⋅5⋅1=25\begin{gathered} \sum_{\mathrm{cyc}}[(x_1-x_2)^2+(y_1-y_2)^2]\geq 5\sum_{\mathrm{cyc}}(x_1^2+y_1^2)\\ =5\cdot 5\cdot 1=25 \end{gathered}[(x − x ) + (y − y ) ] ≥ 5 (x + y )
cyc

∑ 1 2
2

1 2
2

cyc

∑ 1
2

1
2

= 5 ⋅ 5 ⋅ 1 = 25
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O

P₁

P₂

P₃P₄

P₅

绿色：5 条边 紫色：5 条对角线

点系平方距离恒等式

Σᵢ<ⱼ PᵢPⱼ²

= 5ΣOPᵢ² − |ΣOPᵢ|²

单位圆上 ΣOPᵢ²=5

当 ΣOPᵢ=0 时取最大值

最大值 = 25
正五边形给出等号

例题 6.12 的单位圆内接五边形

命题背景

公式 建议名称

点系平方距离恒等式

点系恒等式的重心形式

广义莱布尼茨定理

例题 6.13

（清华大学）  为  内一点，若

设

则实数  和  的值分别为（　　）

A. 

∑i<jPiPj2=n∑OPi2−∥∑OPi⃗∥2\displaystyle \sum_{i<j} P_iP_j^2=n\sum OP_i^2-\left\lVert\sum\vec{OP_i}\right\rVert^2P P =
i<j

∑ i j
2 n OP −∑ i

2 ∑OPi
2

∑i<jPiPj2=n∑GPi2\displaystyle \sum_{i<j} P_iP_j^2=n\sum GP_i^2P P =
i<j

∑ i j
2 n GP∑ i

2

∑PPi2=1n∑i<jPiPj2+nPG2\displaystyle \sum PP_i^2=\frac{1}{n}\sum_{i<j}P_iP_j^2+nPG^2PP =∑ i
2 P P +

n

1

i<j

∑ i j
2 nPG2

OOO △ABC\triangle ABC△ABC

S△AOB:S△BOC:S△AOC=4:3:2,S_{\triangle AOB}:S_{\triangle BOC}:S_{\triangle AOC}=4:3:2,S :△AOB S :△BOC S =△AOC 4 : 3 : 2,

AO⃗=λAB⃗+μAC⃗,\vec{AO} =\lambda\vec{AB}+\mu\vec{AC},=AO λ +AB μ ,AC

λ\lambdaλ μ\muμ

29,49\frac29,\frac49,9
2

9
4
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B. 

C. 

D. 

由熟知的奔驰定理: 

该结论可以通过构造重心来证明,此处不加赘述.

A B

C

O

4

32

面积就是顶点的权重

S₍AOB₎ : S₍BOC₎ : S₍AOC₎

= 4 : 3 : 2

4 OC + 3 OA + 2 OB = 0

AO = ²⁄₉ AB + ⁴⁄₉ AC

选择 A

例题 6.13 的面积权重与奔驰定理

例题 6.14

（清华大学）  中， ， ， ，  为三角形内心。若

则 （　　）

A. 

B. 

C. 

49,29\frac49,\frac29,9
4

9
2

19,29\frac19,\frac29,9
1

9
2

29,19\frac29,\frac19,9
2

9
1

4OC⃗+3OA⃗+2OB⃗=0⃗4(AC⃗−AO⃗)−3AO⃗+2(AB⃗−AO⃗)=0⃗9AO⃗=2AB⃗+4AC⃗λ=29,μ=49\begin{gathered} 4\vec{OC}+3\vec{OA}+2\vec{OB}=\vec{0}\\ 4(\vec{AC}-\vec{AO})-3\vec{AO}+2(\vec{AB}-\vec{AO})=\vec{0}\\ 9\vec{AO}=2\vec{AB}+4\vec{AC}\\ \lambda=\frac{2}{9},\mu=\frac{4}{9} \end{gathered}4 + 3 + 2 =OC OA OB 0

4( − ) − 3 + 2( − ) =AC AO AO AB AO 0

9 = 2 + 4AO AB AC

λ = ,μ =
9
2

9
4

△ABC\triangle ABC△ABC AB=2AB=2AB = 2 AC=3AC=3AC = 3 BC=4BC=4BC = 4 OOO

AO⃗=λAB⃗+μBC⃗,\vec{AO} =\lambda\vec{AB}+\mu\vec{BC},=AO λ +AB μ ,BC

3λ+6μ=3\lambda+6\mu=3λ + 6μ =

111

222

333
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D. 

对于内心,由内分三角形比,有结论: 

或者考虑内心对应角平分线的性质: 方向的单位向量的矢量和与 同向共线: 

我们可以通过向量长度确定 .作 与点 ,则: 

444

aOA⃗+bOB⃗+cOC⃗=0⃗4OA⃗+3OB⃗+2OC⃗=0⃗−4AO⃗+3(AB⃗−AO⃗)+2(−AO⃗+AB⃗+BC⃗)=0⃗9AO⃗=5AB⃗+2BC⃗λ=59,μ=293λ+6μ=53+43=3\begin{gathered} a\vec{OA}+b\vec{OB}+c\vec{OC}=\vec{0}\\ 4\vec{OA}+3\vec{OB}+2\vec{OC}=\vec{0}\\ -4\vec{AO}+3(\vec{AB}-\vec{AO})+2(-\vec{AO}+\vec{AB}+\vec{BC})=\vec{0}\\ 9\vec{AO}=5\vec{AB}+2\vec{BC}\\ \lambda=\frac{5}{9},\mu=\frac{2}{9}\\ 3\lambda+6\mu=\frac{5}{3}+\frac{4}{3}=3 \end{gathered}a + b + c =OA OB OC 0

4 + 3 + 2 =OA OB OC 0

−4 + 3( − ) + 2(− + + ) =AO AB AO AO AB BC 0

9 = 5 + 2AO AB BC

λ = ,μ =
9
5

9
2

3λ + 6μ = + = 3
3
5

3
4

AB,ACAB,ACAB,AC AO⃗\vec{AO}AO

m(AB⃗2+AC⃗3)=AO⃗\begin{gathered} m(\frac{\vec{AB}}{2}+\frac{\vec{AC}}{3})=\vec{AO} \end{gathered}
m( + ) =

2
AB

3
AC

AO

mmm OH⊥ABOH\perp ABOH ⊥ AB HHH
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再或者,可以利用对 算两次: 

可见 的系数绝非随意.

S△ABC=p(p−a)(p−b)(p−c)=92⋅12⋅32⋅52=3415=rp=92rr=1615,AH=p−a=12∣AO⃗∣=r2+AH2=63∣AB⃗2+AC⃗3∣2=(AB⃗2+AC⃗3)2=AB⃗24+AC⃗29+13AB⃗⋅AC⃗=12+12+13⋅b2+c2−a22=2−12=32⟹∣AB⃗2+AC⃗3∣=62⟹m=23AO⃗=13AB⃗+29AC⃗=13AB⃗+29(AB⃗+BC⃗)=59AB⃗+29BC⃗\begin{gathered} S_{\triangle ABC}=\sqrt{p(p-a)(p-b)(p-c)}\\=\sqrt{\frac{9}{2}\cdot\frac{1}{2}\cdot\frac{3}{2}\cdot\frac{5}{2}}=\frac{3}{4}\sqrt{15}\\=rp=\frac{9}{2}r\\ r=\frac{1}{6}\sqrt{15},AH=p-a=\frac{1}{2}\\ |\vec{AO}|=\sqrt{r^2+AH^2}=\frac{\sqrt{6}}{3}\\ |\frac{\vec{AB}}{2}+\frac{\vec{AC}}{3}|^2=(\frac{\vec{AB}}{2}+\frac{\vec{AC}}{3})^2\\ =\frac{\vec{AB}^2}{4}+\frac{\vec{AC}^2}{9}+\frac{1}{3}\vec{AB}\cdot\vec{AC}\\ =1^2+1^2+\frac{1}{3}\cdot\frac{b^2+c^2-a^2}{2}\\ =2-\frac{1}{2}=\frac{3}{2}\\ \Longrightarrow |\frac{\vec{AB}}{2}+\frac{\vec{AC}}{3}|=\frac{\sqrt{6}}{2}\\ \Longrightarrow m=\frac{2}{3}\\ \vec{AO}=\frac{1}{3}\vec{AB}+\frac{2}{9}\vec{AC}\\ =\frac{1}{3}\vec{AB}+\frac{2}{9}(\vec{AB}+\vec{BC})\\ =\frac{5}{9}\vec{AB}+\frac{2}{9}\vec{BC} \end{gathered}S =△ABC p(p − a)(p − b)(p − c)

= =⋅ ⋅ ⋅
2
9

2
1

2
3

2
5

4
3

15

= rp = r
2
9

r = ,AH = p − a =
6
1

15
2
1

∣ ∣ = =AO r + AH2 2
3
6

∣ + ∣ = ( + )
2
AB

3
AC 2

2
AB

3
AC 2

= + + ⋅
4

AB
2

9
AC

2

3
1
AB AC

= 1 + 1 + ⋅2 2

3
1

2
b + c − a2 2 2

= 2 − =
2
1

2
3

⟹ ∣ + ∣ =
2
AB

3
AC

2
6

⟹ m =
3
2

= +AO
3
1
AB

9
2
AC

= + ( + )
3
1
AB

9
2
AB BC

= +
9
5
AB

9
2
BC

AO⃗\vec{AO}AO

AO⃗=λAB⃗+μBC⃗=AB⃗+BO⃗BO⃗=(λ−1)AB⃗+μBC⃗=(−2λ+2)BA⃗2+4μBC⃗4(−2λ+2)=4μ3λ+6μ=3\begin{gathered} \vec{AO} =\lambda\vec{AB}+\mu\vec{BC}\\ =\vec{AB}+\vec{BO}\\ \vec{BO}=(\lambda-1)\vec{AB}+\mu\vec{BC}\\ =(-2\lambda+2)\frac{\vec{BA}}{2}+4\mu\frac{\vec{BC}}{4}\\ (-2\lambda+2)=4\mu\\ 3\lambda+6\mu=3 \end{gathered}= λ + μAO AB BC

= +AB BO

= (λ − 1) + μBO AB BC

= (−2λ + 2) + 4μ
2
BA

4
BC

(−2λ + 2) = 4μ

3λ + 6μ = 3

3λ+6μ3\lambda+6\mu3λ + 6μ
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A B

C

O

H

r

AB = 2

BC = 4AC = 3

内心的边长权重

4 OA + 3 OB + 2 OC = 0

AO = ⁵⁄₉ AB + ²⁄₉ BC

3λ + 6μ = 3

OH ⟂ AB，且 AH = p − a

选择 C

例题 6.14 的内心向量模型

例题 6.15

（北京大学）已知  是  的垂心，且

则  的最大内角的正弦值是 。

对于垂心,三个分三角形面积比为 ,故列出奔驰定理: 

显然, 不是合理的结果,应当舍去: 

HHH △ABC\triangle ABC△ABC

2HA⃗+3HB⃗+4HC⃗=0⃗,2\vec{HA}+3\vec{HB}+4\vec{HC} =\vec{0},2 +HA 3 +HB 4 =HC ,0

△ABC\triangle ABC△ABC ‾\underline{\qquad}

tanA,tanB,tanC\tan A,\tan B,\tan CtanA, tanB, tanC

tanAHA⃗+tanBHB⃗+tanCHC⃗=0⃗tanA=2k,tanB=3k,tanC=4ktanAtanBtanC=tanA+tanB+tanC24k3=9k,k=±64\begin{gathered} \tan A\vec{HA}+\tan B\vec{HB}+\tan C\vec{HC}=\vec{0}\\ \tan A=2k,\tan B=3k,\tan C=4k\\ \tan A\tan B\tan C=\tan A+\tan B+\tan C\\ 24k^3=9k,k=\pm\frac{\sqrt{6}}{4} \end{gathered}tanA + tanB + tanC =HA HB HC 0

tanA = 2k, tanB = 3k, tanC = 4k

tanA tanB tanC = tanA + tanB + tanC

24k = 9k, k = ±3

4
6

k=−64k=-\frac{\sqrt{6}}{4}k = − 4
6

k=64,π2>C>B>A>0tanC=6,sinC=tanC1+tan2C=427\begin{gathered} k=\frac{\sqrt{6}}{4},\frac{\pi}{2}> C> B> A>0\\ \tan C=\sqrt{6},\sin C=\frac{\tan C}{\sqrt{1+\tan^2 C}}=\frac{\sqrt{42}}{7} \end{gathered}
k = , > C > B > A > 0

4
6

2
π

tanC = , sinC = =6
1 + tan C2

tanC
7
42
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A B

C

H

tan A = 2k tan B = 3k

tan C = 4k 垂心的正切权重

tan A·HA + tan B·HB

+ tan C·HC = 0

24k³ = 9k

tan C = √6

sin C = √42 / 7

例题 6.15 的垂心与正切权重

例题 6.16

求证：  的外心 、重心 、垂心  在同一直线上，且

在直角三角形中,通过建系可以完成证明:

在非直角三角形中,综合使用三心的欧拉定理: 

同理可以写出: 

接下来计算 : 

△ABC\triangle ABC△ABC OOO GGG HHH

OG:GH=1:2.OG:GH=1:2. OG : GH = 1 : 2.

GA⃗+GB⃗+GC⃗=0⃗sin2AOA⃗+sin2BOB⃗+sin2COC⃗=0⃗tanAHA⃗+tanBHB⃗+tanCHC⃗=0⃗GA⃗+(GA⃗+AB⃗)+(GA⃗+AC⃗)=0⃗AG⃗=AB⃗+AC⃗3\begin{gathered} \vec{GA}+\vec{GB}+\vec{GC}=\vec{0}\\ \sin 2A\vec{OA}+\sin 2B\vec{OB}+\sin 2C\vec{OC}=\vec{0}\\ \tan A\vec{HA}+\tan B\vec{HB}+\tan C\vec{HC}=\vec{0}\\ \vec{GA}+(\vec{GA}+\vec{AB})+(\vec{GA}+\vec{AC})=\vec{0}\\ \vec{AG}=\frac{\vec{AB}+\vec{AC}}{3} \end{gathered}+ + =GA GB GC 0

sin 2A + sin 2B + sin 2C =OA OB OC 0

tanA + tanB + tanC =HA HB HC 0

+ ( + ) + ( + ) =GA GA AB GA AC 0

=AG
3
+AB AC

AO⃗=sin2BAB⃗+sin2CAC⃗sin2A+sin2B+sin2CAH⃗=tanBAB⃗+tanCAC⃗tanA+tanB+tanC\begin{gathered} \vec{AO}=\frac{\sin 2B\vec{AB}+\sin 2C\vec{AC}}{\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C}\\ \vec{AH}=\frac{\tan B\vec{AB}+\tan C\vec{AC}}{\tan A+\tan B+\tan C} \end{gathered}
=AO

sin 2A + sin 2B + sin 2C
sin 2B + sin 2CAB AC

=AH
tanA + tanB + tanC
tanB + tanCAB AC

OG⃗,GH⃗\vec{OG},\vec{GH},OG GH
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不难看出,只要有 即可

实际上,不如分离常数: 

问题转化为证明: 

OG⃗=AG⃗−AO⃗=sin2A−2sin2B+sin2C3(sin2A+sin2B+sin2C)AB⃗+sin2A+sin2B−2sin2C3(sin2A+sin2B+sin2C)AC⃗GH⃗=AH⃗−AG⃗=2tanB−tanA−tanC3(tanA+tanB+tanC)AB⃗+2tanC−tanA−tanB3(tanA+tanB+tanC)AC⃗\begin{gathered} \vec{OG}=\vec{AG}-\vec{AO}\\=\frac{\sin 2A-2\sin 2B+\sin 2C}{3(\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C)}\vec{AB}+\frac{\sin 2A+\sin 2B-2\sin 2C}{3(\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C)}\vec{AC}\\ \vec{GH}=\vec{AH}-\vec{AG}\\ =\frac{2\tan B-\tan A-\tan C}{3(\tan A+\tan B+\tan C)}\vec{AB}+\frac{2\tan C-\tan A-\tan B}{3(\tan A+\tan B+\tan C)}\vec{AC} \end{gathered}= −OG AG AO

= +
3(sin 2A + sin 2B + sin 2C)
sin 2A − 2 sin 2B + sin 2C

AB
3(sin 2A + sin 2B + sin 2C)
sin 2A + sin 2B − 2 sin 2C

AC

= −GH AH AG

= +
3(tanA + tanB + tanC)
2 tanB − tanA − tanC

AB
3(tanA + tanB + tanC)
2 tanC − tanA − tanB

AC

2(sin2A−2sin2B+sin2C)3(sin2A+sin2B+sin2C)=2tanB−tanA−tanC3(tanA+tanB+tanC)\frac{2(\sin 2A-2\sin 2B+\sin 2C)}{3(\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C)}=\frac{2\tan B-\tan A-\tan C}{3(\tan A+\tan B+\tan C)}=3(sin 2A+sin 2B+sin 2C)
2(sin 2A−2 sin 2B+sin 2C)

3(tanA+tanB+tanC)
2 tanB−tanA−tanC

2tanB−tanA−tanC3(tanA+tanB+tanC)=2tanB−tanA−tanC3tanAtanBtanC=13(2tanAtanC−1tanBtanC−1tanAtanB)\begin{gathered} \frac{2\tan B-\tan A-\tan C}{3(\tan A+\tan B+\tan C)}\\ =\frac{2\tan B-\tan A-\tan C}{3\tan A\tan B\tan C}\\ =\frac{1}{3}(\frac{2}{\tan A\tan C}-\frac{1}{\tan B\tan C}-\frac{1}{\tan A\tan B}) \end{gathered}
3(tanA + tanB + tanC)
2 tanB − tanA − tanC

=
3 tanA tanB tanC

2 tanB − tanA − tanC

= ( − − )
3
1

tanA tanC
2

tanB tanC
1

tanA tanB
1

2(sin2A−2sin2B+sin2C)3(sin2A+sin2B+sin2C)=23⋅(sin2A−2sin2B+sin2C)(sin2A+sin2B+sin2C)=23⋅2tanA1+tan2A−22tanB1+tan2B+2tanC1+tan2C2tanA1+tan2A+2tanB1+tan2B+2tanC1+tan2C=23⋅tanA1+tan2A−2tanB1+tan2B+tanC1+tan2CtanA1+tan2A+tanB1+tan2B+tanC1+tan2C=23⋅tanA(1+tan2B)(1+tan2C)−2tanB(1+tan2C)(1+tan2A)+tanC(1+tan2A)(1+tan2B)tanA(1+tan2B)(1+tan2C)+tanB(1+tan2C)(1+tan2A)+tanC(1+tan2A)(1+tan2B)=13(2tanAtanC−1tanBtanC−1tanAtanB)\begin{gathered} \frac{2(\sin 2A-2\sin 2B+\sin 2C)}{3(\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C)}\\ =\frac{2}{3}\cdot\frac{(\sin 2A-2\sin 2B+\sin 2C)}{(\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C)}\\ =\frac{2}{3}\cdot\frac{\frac{2\tan A}{1+\tan^2A}-2\frac{2\tan B}{1+\tan^2B}+\frac{2\tan C}{1+\tan^2C}}{\frac{2\tan A}{1+\tan^2A}+\frac{2\tan B}{1+\tan^2B}+\frac{2\tan C}{1+\tan^2C}}\\ =\frac{2}{3}\cdot\frac{\frac{\tan A}{1+\tan^2A}-2\frac{\tan B}{1+\tan^2B}+\frac{\tan C}{1+\tan^2C}}{\frac{\tan A}{1+\tan^2A}+\frac{\tan B}{1+\tan^2B}+\frac{\tan C}{1+\tan^2C}}\\ =\frac{2}{3}\cdot\frac{\tan A(1+\tan^2 B)(1+\tan^2 C)-2\tan B(1+\tan^2 C)(1+\tan^2 A)+\tan C(1+\tan^2 A)(1+\tan^2 B)}{\tan A(1+\tan^2 B)(1+\tan^2 C)+\tan B(1+\tan^2 C)(1+\tan^2 A)+\tan C(1+\tan^2 A)(1+\tan^2 B)}\\ =\frac{1}{3}(\frac{2}{\tan A\tan C}-\frac{1}{\tan B\tan C}-\frac{1}{\tan A\tan B}) \end{gathered}
3(sin 2A + sin 2B + sin 2C)

2(sin 2A − 2 sin 2B + sin 2C)

= ⋅
3
2

(sin 2A + sin 2B + sin 2C)
(sin 2A − 2 sin 2B + sin 2C)

= ⋅
3
2

+ +1+tan A2
2 tanA

1+tan B2
2 tanB

1+tan C2
2 tanC

− 2 +1+tan A2
2 tanA

1+tan B2
2 tanB

1+tan C2
2 tanC

= ⋅
3
2

+ +1+tan A2
tanA

1+tan B2
tanB

1+tan C2
tanC

− 2 +1+tan A2
tanA

1+tan B2
tanB

1+tan C2
tanC

= ⋅
3
2

tanA(1 + tan B)(1 + tan C) + tanB(1 + tan C)(1 + tan A) + tanC(1 + tan A)(1 + tan B)2 2 2 2 2 2
tanA(1 + tan B)(1 + tan C) − 2 tanB(1 + tan C)(1 + tan A) + tanC(1 + tan A)(1 + tan B)2 2 2 2 2 2

= ( − − )
3
1

tanA tanC
2

tanB tanC
1

tanA tanB
1

2tanB−tanA−tanC3(tanA+tanB+tanC)=23−tanA+tanCtanA+tanB+tanC2(sin2A−2sin2B+sin2C)3(sin2A+sin2B+sin2C)=23−2sin2Bsin2A+sin2B+sin2C\begin{gathered} \frac{2\tan B-\tan A-\tan C}{3(\tan A+\tan B+\tan C)}\\ =\frac{2}{3}-\frac{\tan A+\tan C}{\tan A+\tan B+\tan C}\\ \frac{2(\sin 2A-2\sin 2B+\sin 2C)}{3(\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C)}\\ =\frac{2}{3}-\frac{2\sin 2B}{\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C} \end{gathered}
3(tanA + tanB + tanC)
2 tanB − tanA − tanC

= −
3
2

tanA + tanB + tanC
tanA + tanC

3(sin 2A + sin 2B + sin 2C)
2(sin 2A − 2 sin 2B + sin 2C)

= −
3
2

sin 2A + sin 2B + sin 2C
2 sin 2B
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A

B

C

O

G

H

欧拉线

O —— G ———— H

外心 重心 垂心

OG : GH = 1 : 2

GH = 2 OG

三心共线，且 G 靠近 O

这就是三角形的欧拉线

例题 6.16 的欧拉线

tanA+tanCtanA+tanB+tanC=2sin2Bsin2A+sin2B+sin2CLHS=tanA+tanCtanAtanBtanC=1tanBtanC+1tanAtanB=1−1tanAtanCRHS=2sin2B2sin(A+C)cos(A−C)+2sinBcosB=2sin2B2sinB(cosB+cos(A−C))=2sin2B2sinB[−cos(A+C)+cos(A−C)]=2sin2B4sinAsinBsinC=sin2B2sinAsinBsinC=2sinBcosB2sinAsinBsinC=cosBsinAsinC=−cos(A+C)sinAsinC=sinAsinC−cosAcosCsinAsinC=1−1tanAtanC\begin{gathered} \frac{\tan A+\tan C}{\tan A+\tan B+\tan C}=\frac{2\sin 2B}{\sin 2A+\sin 2B+\sin 2C}\\ LHS=\frac{\tan A+\tan C}{\tan A\tan B\tan C}\\=\frac{1}{\tan B\tan C}+\frac{1}{\tan A\tan B}\\=1-\frac{1}{\tan A\tan C}\\ RHS=\frac{2\sin 2B}{2\sin(A+C)\cos(A-C)+2\sin B\cos B}\\ =\frac{2\sin 2B}{2\sin B(\cos B+\cos(A-C))}\\ =\frac{2\sin 2B}{2\sin B[-\cos (A+C)+\cos(A-C)]}\\ =\frac{2\sin 2B}{4\sin A\sin B\sin C}\\ =\frac{\sin 2B}{2\sin A\sin B\sin C}\\ =\frac{2\sin B\cos B}{2\sin A\sin B\sin C}\\ =\frac{\cos B}{\sin A\sin C}\\ =\frac{-\cos(A+C)}{\sin A\sin C}\\ =\frac{\sin A\sin C-\cos A\cos C}{\sin A\sin C}=1-\frac{1}{\tan A\tan C} \end{gathered}=
tanA + tanB + tanC

tanA + tanC
sin 2A + sin 2B + sin 2C

2 sin 2B

LHS =
tanA tanB tanC

tanA + tanC

= +
tanB tanC

1
tanA tanB

1

= 1 −
tanA tanC

1

RHS =
2 sin(A + C) cos(A − C) + 2 sinB cosB

2 sin 2B

=
2 sinB(cosB + cos(A − C))

2 sin 2B

=
2 sinB[− cos(A + C) + cos(A − C)]

2 sin 2B

=
4 sinA sinB sinC

2 sin 2B

=
2 sinA sinB sinC

sin 2B

=
2 sinA sinB sinC

2 sinB cosB

=
sinA sinC

cosB

=
sinA sinC

− cos(A + C)

= = 1 −
sinA sinC

sinA sinC − cosA cosC
tanA tanC

1
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欧拉线一个比较标准的平面几何证明是通过同一法实现的:

如图,点 为边 中点,延长 交 外接圆于点 ,由直径所对圆周角为 知:

同时结合垂心定义 ,知:

根据平行四边形判定法则,四边形 是平行四边形,有:

于此同时,点 分别是线段 的中点,由中位线定理知 :

根据外心定义, ,结合 有:

连接 ,交线段 于点 ,由平行线所截分线段成比例知:

MMM BCBCBC BOBOBO △ABC\triangle ABC△ABC DDD 90∘90^\circ90∘

AD⊥AB,CD⊥BCAD\perp AB,CD\perp BCAD ⊥ AB,CD ⊥ BC

CH⊥AB,AH⊥BCCH\perp AB,AH\perp BCCH ⊥ AB,AH ⊥ BC

AD∥CH,AH∥CDAD\parallel CH,AH\parallel CDAD ∥ CH,AH ∥ CD

AHCDAHCDAHCD

AH=CDAH=CD AH = CD

O,MO,MO,M BD,BCBD,BCBD,BC CD=2OMCD=2OMCD = 2OM

AH=2OMAH=2OM AH = 2OM

OM⊥BCOM\perp BCOM ⊥ BC AH⊥BCAH\perp BCAH ⊥ BC

OM∥AHOM\parallel AH OM ∥ AH

AMAMAM OMOMOM G′G'G′
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这表明,点 是三角形 中 边上中线上,靠近 边的三等分点,也就是重心 .

并且, ,Q.E.D

例题 6.17

如图，  的两条高线 ，  交于点 ，其外接圆圆心为 。过点  作 ，垂足为 ，
直线  与  相交于点 ，则  与  的面积之比为 。

例题 6.17 几何示意图

由欧拉线经典结论: 知: 和 相似比为 ,则面积比为

内积不等式与高维视角

例题 6.18

用向量方法证明：对于任意的 ，恒有不等式

设向量 ,则: 

AG′G′M=G′HG′O=AHOM=2\frac{AG'}{G'M}=\frac{G'H}{G'O}=\frac{AH}{OM}=2=
GM′
AG′

=
G O′
GH′

=
OM

AH
2

G′G'G′ △ABC\triangle ABC△ABC BCBCBC BCBCBC GGG

2=G′HG′O=GHGO2=\frac{G'H}{G'O}=\frac{GH}{GO}2 = =
G O′
G H′

GO
GH

△ABC\triangle ABC△ABC ADADAD BEBEBE HHH OOO OOO OF⊥BCOF\perp BCOF ⊥ BC FFF
OHOHOH AFAFAF GGG △OFG\triangle OFG△OFG △GAH\triangle GAH△GAH ‾\underline{\qquad}

2OG=GH2OG=GH2OG = GH △OFG\triangle OFG△OFG △GAH\triangle GAH△GAH 1:21:21 : 2 1:41:41 : 4

a,b,c,d∈Ra,b,c,d\in\mathbb Ra, b, c, d ∈ R

(ac+bd)2≤(a2+b2)(c2+d2).(ac+bd)^2\leq(a^2+b^2)(c^2+d^2).(ac + bd) ≤2 (a +2 b )(c +2 2 d ).2

u⃗=(a,b),v⃗=(c,d)\vec{u}=(a,b),\vec{v}=(c,d)=u (a, b), =v (c, d)
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当且仅当 时等号成立.

O

v

u

θ

垂直分量

|u| cos θ

投影不会比原向量更长

|u·v| ≤ |u||v|

(ac + bd)²

≤ (a²+b²)(c²+d²)

等号 ⇔ u ∥ v

即两向量方向相同或相反

例题 6.18 的柯西不等式几何图

例题 6.19

（清华大学）已知向量

且

则  的最小值为（　　）

A. 

B. 

C. 

D. 

容易知道变量间的依赖关系:两个自由度, 确定后 唯一确定. 

u⃗⋅v⃗≤∣u⃗∣∣v⃗∣(ac+bd)2≤(a2+b2)(c2+d2)\begin{gathered} \vec{u}\cdot\vec{v}\leq |\vec{u}||\vec{v}|\\ (ac+bd)^2\leq(a^2+b^2)(c^2+d^2) \end{gathered}⋅ ≤ ∣ ∣∣ ∣u v u v

(ac + bd) ≤ (a + b )(c + d )2 2 2 2 2

u⃗∥v⃗\vec{u}\parallel\vec{v}∥u v

a⃗=(0,1),b⃗=(−32,−12),c⃗=(32,−12),\vec{a}=(0,1), \qquad \vec{b}=\left(-\frac{\sqrt3}{2},-\frac12\right), \qquad \vec{c}=\left(\frac{\sqrt3}{2},-\frac12\right),
=a (0, 1), =b − , − , =(

2
3

2
1) c , − ,(

2
3

2
1)

xa⃗+yb⃗+zc⃗=(1,1),x\vec{a}+y\vec{b}+z\vec{c}=(1,1),x +a y +b z =c (1, 1),

x2+y2+z2x^2+y^2+z^2x +2 y +2 z2

111

43\frac43
3
4

32\frac32
2
3

222

y,zy,zy, z xxx
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尊重 内禀的对称性,可以简化计算: 

考虑几何性质:点 在空间中的轨迹为一条方向向量为 的直线 ,则当 时,
取得最小值:

−32y+32z=1x−y2−z2=1x=y+z2+1,z−y=233⟹x=y+3+33x2+y2+z2=(y+3+33)2+y2+(y+233)2=3y2+2(3+1)y+24+639≥43\begin{gathered} -\frac{\sqrt3}{2}y+\frac{\sqrt3}{2}z=1\\ x-\frac{y}{2}-\frac{z}{2}=1\\ x=\frac{y+z}{2}+1,z-y=\frac{2\sqrt3}{3}\\ \Longrightarrow x=y+\frac{\sqrt{3}+3}{3}\\ x^2+y^2+z^2\\ =(y+\frac{\sqrt{3}+3}{3})^2+y^2+(y+\frac{2\sqrt{3}}{3})^2\\ =3y^2+2(\sqrt{3}+1)y+\frac{24+6\sqrt{3}}{9}\\ \geq\frac{4}{3} \end{gathered}
− y + z = 1

2
3

2
3

x − − = 1
2
y

2
z

x = + 1, z − y =
2

y + z

3
2 3

⟹ x = y +
3
+ 33

x + y + z2 2 2

= (y + ) + y + (y + )
3
+ 33 2 2

3
2 3 2

= 3y + 2( + 1)y +2 3
9

24 + 6 3

≥
3
4

y,zy,zy, z

{z=t+33,y=t−33x=t+1x2+y2+z2=(t+1)2+(t+33)2+(t−33)2=3t2+2t+53≥43\begin{gathered} \begin{cases} z=t+\frac{\sqrt{3}}{3},\\ y=t-\frac{\sqrt{3}}{3} \end{cases}\\ x=t+1\\ x^2+y^2+z^2\\ =(t+1)^2+(t+\frac{\sqrt{3}}{3})^2+(t-\frac{\sqrt{3}}{3})^2\\ =3t^2+2t+\frac{5}{3}\geq\frac{4}{3} \end{gathered}{z = t + ,3
3

y = t − 3
3

x = t + 1

x + y + z2 2 2

= (t + 1) + (t + ) + (t − )2

3
3 2

3
3 2

= 3t + 2t + ≥2

3
5

3
4

A(x,y,z)A(x,y,z)A(x, y, z) (1,1,1)(1,1,1)(1, 1, 1) lll OA⊥lOA\perp lOA ⊥ l

x2+y2+z2=OA2x^2+y^2+z^2=OA^2x +2 y +2 z =2 OA2

(x,y,z)⋅(1,1,1)=0x+y+z=03t+1=0t=−13{x=23,y=3−13z=−3−13\begin{gathered} (x,y,z)\cdot(1,1,1)=0\\ x+y+z=0\\ 3t+1=0\\ t=-\frac{1}{3}\\ \begin{cases} x=\frac{2}{3},\\ y=\frac{\sqrt{3}-1}{3}\\ z=\frac{-\sqrt{3}-1}{3} \end{cases} \end{gathered}(x, y, z) ⋅ (1, 1, 1) = 0

x + y + z = 0

3t + 1 = 0

t = −
3
1

⎩⎨
⎧x = ,3

2

y = 3
−13

z = 3
− −13
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x

z

y

O

P₀

l

最短距离

方向 (1,1,1)

约束把点限制在一条直线上

P(t) = (t+1, t−√3/3, t+√3/3)

OP₀ ⟂ (1,1,1)

x + y + z = 0

t = −⅓

min OP² = 4/3

例题 6.19 的三维直线最短距离模型

例题 6.20

（清华大学）已知 ，  为平面上的单位向量， ，且 ，则

的最大值为 。

根据对称性知,最大值在 时取得.

或者,引入参数 以取去绝对值: 

a⃗\vec{a}a b⃗\vec{b}b ∣c⃗∣=26|\vec{c}|=\sqrt{26}∣ ∣ =c 26 a⃗⋅c⃗=1\vec{a}\cdot\vec{c}=1⋅a =c 1

∣a⃗⋅b⃗∣+∣b⃗⋅c⃗∣|\vec{a}\cdot\vec{b}|+|\vec{b}\cdot\vec{c}|∣ ⋅a ∣ +b ∣ ⋅b ∣c

‾\underline{\qquad}

∣a⃗⋅b⃗∣+∣b⃗⋅c⃗∣=∣b⃗∣(∣a⃗∣∣cos⟨a⃗,b⃗⟩∣+∣c⃗∣∣cos⟨c⃗,b⃗⟩∣)=∣cos⟨a⃗,b⃗⟩∣+26∣cos⟨c⃗,b⃗⟩∣\begin{gathered} |\vec{a}\cdot\vec{b}|+|\vec{b}\cdot\vec{c}|\\ =|\vec{b}|(|\vec{a}||\cos\langle\vec{a},\vec{b}\rangle|+|\vec{c}||\cos\langle\vec{c},\vec{b}\rangle|)\\ =|\cos\langle\vec{a},\vec{b}\rangle|+\sqrt{26}|\cos\langle\vec{c},\vec{b}\rangle| \end{gathered}∣ ⋅ ∣ + ∣ ⋅ ∣a b b c

= ∣ ∣(∣ ∣∣ cos⟨ , ⟩∣ + ∣ ∣∣ cos⟨ , ⟩∣)b a a b c c b

= ∣ cos⟨ , ⟩∣ + ∣ cos⟨ , ⟩∣a b 26 c b

⟨a⃗,b⃗⟩,⟨c⃗,b⃗⟩<π2\langle\vec{a},\vec{b}\rangle,\langle\vec{c},\vec{b}\rangle<\frac{\pi}{2}⟨ , ⟩, ⟨ , ⟩ <a b c b 2
π

cosθ+26cos(⟨a⃗,c⃗⟩−θ)=cosθ+26(cos⟨a⃗,c⃗⟩cosθ+sin⟨a⃗,c⃗⟩sinθ)=cosθ+26(126cosθ+526sinθ)=2cosθ+5sinθ≤29\begin{gathered} \cos\theta+\sqrt{26}\cos(\langle\vec{a},\vec{c}\rangle-\theta)\\ =\cos\theta+\sqrt{26}(\cos\langle\vec{a},\vec{c}\rangle\cos\theta+\sin\langle\vec{a},\vec{c}\rangle\sin\theta)\\ =\cos\theta+\sqrt{26}(\frac{1}{\sqrt{26}}\cos\theta+\frac{5}{\sqrt{26}}\sin\theta)\\ =2\cos\theta+5\sin\theta\leq\sqrt{29} \end{gathered}cos θ + cos(⟨ , ⟩ − θ)26 a c

= cos θ + (cos⟨ , ⟩ cos θ + sin⟨ , ⟩ sin θ)26 a c a c

= cos θ + ( cos θ + sin θ)26
26

1

26

5

= 2 cos θ + 5 sin θ ≤ 29

λ,μ\lambda,\muλ,μ
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O

a

c b ∥ a+c

α

绝对值对应四种符号组合

max b·(±a ± c)

比较 |a+c| 与 |a−c|

|a+c|² = 1+26+2 = 29

cos α = 1/√26

最大值 √29

例题 6.20 的向量合成模型

例题 6.21

已知 ， ，  为单位向量，且

则

的最小值为（　　）

A. 

B. 

C. 

D. 

核心在于消去 ,这里需要一个交换系数的帽子戏法:

∣a⃗⋅b⃗∣+∣b⃗⋅c⃗∣=λa⃗⋅b⃗+μb⃗⋅c⃗=b⃗⋅(λa⃗+μc⃗)≤∣b⃗∣∣λa⃗+μc⃗∣=max{∣a⃗−c⃗∣,∣a⃗+c⃗∣}=29\begin{gathered} |\vec{a}\cdot\vec{b}|+|\vec{b}\cdot\vec{c}|\\ =\lambda \vec{a}\cdot\vec{b}+\mu \vec{b}\cdot\vec{c}\\ =\vec{b}\cdot(\lambda \vec{a}+\mu\vec{c})\\ \leq |\vec{b}||\lambda \vec{a}+\mu\vec{c}|\\ =\max\{|\vec{a}-\vec{c}|,|\vec{a}+\vec{c}|\}=\sqrt{29} \end{gathered}∣ ⋅ ∣ + ∣ ⋅ ∣a b b c

= λ ⋅ + μ ⋅a b b c

= ⋅ (λ + μ )b a c

≤ ∣ ∣∣λ + μ ∣b a c

= max{∣ − ∣, ∣ + ∣} =a c a c 29

a⃗\vec{a}a b⃗\vec{b}b c⃗\vec{c}c

∣3a⃗−5b⃗∣=7,|3\vec{a}-5\vec{b}|=7, ∣3 −a 5 ∣ =b 7,

∣2a⃗−c⃗∣+∣b⃗−2c⃗∣|2\vec{a}-\vec{c}|+|\vec{b}-2\vec{c}|∣2 −a ∣ +c ∣ −b 2 ∣c

222

232\sqrt32 3

444

666

c⃗\vec{c}c
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注意到: 

同理

显然, 是下界.

验证取等条件: 

∣b⃗−2c⃗∣2=5−4b⃗⋅c⃗∣−2b⃗+c⃗∣2=5−4b⃗⋅c⃗\begin{gathered} |\vec{b}-2\vec{c}|^2=5-4\vec{b}\cdot\vec{c}\\ |-2\vec{b}+\vec{c}|^2=5-4\vec{b}\cdot\vec{c} \end{gathered}∣ − 2 ∣ = 5 − 4 ⋅b c 2 b c

∣ − 2 + ∣ = 5 − 4 ⋅b c 2 b c

∣2a⃗−c⃗∣=∣−a⃗+2c⃗∣|2\vec{a}-\vec{c}|=|-\vec{a}+2\vec{c}|∣2 −a ∣ =c ∣ − +a 2 ∣c

∣2a⃗−c⃗∣+∣b⃗−2c⃗∣=∣2a⃗−c⃗∣+∣−2b⃗+c⃗∣≥2∣a⃗−b⃗∣ \begin{gathered} |2\vec{a}-\vec{c}|+|\vec{b}-2\vec{c}|\\ =|2\vec{a}-\vec{c}|+|-2\vec{b}+\vec{c}|\\ \geq 2|\vec{a}-\vec{b}|\ \end{gathered}∣2 − ∣ + ∣ − 2 ∣a c b c

= ∣2 − ∣ + ∣ − 2 + ∣a c b c

≥ 2∣ − ∣a b

∣2a⃗−c⃗∣+∣b⃗−2c⃗∣=∣−a⃗+2c⃗∣+∣b⃗−2c⃗∣≥∣b⃗−a⃗∣\begin{gathered} |2\vec{a}-\vec{c}|+|\vec{b}-2\vec{c}|\\ =|-\vec{a}+2\vec{c}|+|\vec{b}-2\vec{c}|\\ \geq |\vec{b}-\vec{a}| \end{gathered}∣2 − ∣ + ∣ − 2 ∣a c b c

= ∣ − + 2 ∣ + ∣ − 2 ∣a c b c

≥ ∣ − ∣b a

2∣b⃗−a⃗∣2|\vec{b}-\vec{a}|2∣ −b ∣a

∣3a⃗−5b⃗∣=734−30a⃗⋅b⃗=49a⃗⋅b⃗=−12∣b⃗−a⃗∣2=2−2a⃗⋅b⃗=3∣2a⃗−c⃗∣+∣b⃗−2c⃗∣≥2∣b⃗−a⃗∣=23\begin{gathered} |3\vec{a}-5\vec{b}|=7\\ 34-30\vec{a}\cdot\vec{b}=49\\ \vec{a}\cdot\vec{b}=-\frac{1}{2}\\ |\vec{b}-\vec{a}|^2=2-2\vec{a}\cdot\vec{b}=3\\ |2\vec{a}-\vec{c}|+|\vec{b}-2\vec{c}|\\ \geq 2|\vec{b}-\vec{a}|=2\sqrt{3} \end{gathered}∣3 − 5 ∣ = 7a b

34 − 30 ⋅ = 49a b

⋅ = −a b
2
1

∣ − ∣ = 2 − 2 ⋅ = 3b a 2 a b

∣2 − ∣ + ∣ − 2 ∣a c b c

≥ 2∣ − ∣ = 2b a 3

2a⃗−c⃗=λ(−2b⃗+c⃗),λ>0c⃗=2a⃗+λb⃗λ+1∣c⃗∣2=4[(∣a⃗∣λ+1)2+2λ(λ+1)2a⃗⋅b⃗+(λ∣b⃗∣λ+1)2]=4[1(λ+1)2−λ(λ+1)2+λ2(λ+1)2]=14(λ2−λ+1)=(λ+1)2(λ−1)2=0⟺λ=1\begin{gathered} 2\vec{a}-\vec{c}=\lambda(-2\vec{b}+\vec{c}),\lambda>0\\ \vec{c}=2\frac{\vec{a}+\lambda\vec{b}}{\lambda+1}\\ |\vec{c}|^2=4[(\frac{|\vec{a}|}{\lambda+1})^2+\frac{2\lambda}{(\lambda+1)^2}\vec{a}\cdot\vec{b}+(\frac{\lambda|\vec{b}|}{\lambda+1})^2]\\ =4[\frac{1}{(\lambda+1)^2}-\frac{\lambda}{(\lambda+1)^2}+\frac{\lambda^2}{(\lambda+1)^2}]=1\\ 4(\lambda^2-\lambda+1)=(\lambda+1)^2\\\\ (\lambda-1)^2=0\Longleftrightarrow \lambda=1 \end{gathered}2 − = λ(−2 + ),λ > 0a c b c

= 2c
λ + 1

+ λa b

∣ ∣ = 4[( ) + ⋅ + ( ) ]c 2

λ + 1
∣ ∣a 2

(λ + 1)2

2λ
a b

λ + 1
λ∣ ∣b 2

= 4[ − + ] = 1
(λ + 1)2

1
(λ + 1)2

λ

(λ + 1)2

λ2

4(λ − λ + 1) = (λ + 1)2 2

(λ − 1) = 0 ⟺ λ = 12
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O

a

b

120°

2a−c

−2b+c

2(a−b)

交换系数，消去 c

|b−2c| = |−2b+c|

|2a−c| + |−2b+c|

≥ |2a−2b|

a·b = −½ ⇒ |a−b| = √3

最小值 2√3
取等时两段同向共线

例题 6.21 的交换系数与三角不等式

例题 6.22

已知  满足

点  为线段  上一动点。若

的最小值为 ，则  的面积 。

考虑两向量相等的必要条件:模长相等 

再考虑系数对应相同:平面向量基本定理 

△ABC\triangle ABC△ABC

3AB⃗∣AB⃗∣+2AC⃗∣AC⃗∣=19(AB⃗+AC⃗)∣AB⃗+AC⃗∣,\frac{3\vec{AB}}{|\vec{AB}|} +\frac{2\vec{AC}}{|\vec{AC}|} =\frac{\sqrt{19}\left(\vec{AB}+\vec{AC}\right)} {\left|\vec{AB}+\vec{AC}\right|},
+

∣ ∣AB

3AB
=

∣ ∣AC

2AC
,

+AB AC

+19 (AB AC)

DDD ABABAB

DA⃗⋅DC⃗\vec{DA}\cdot\vec{DC} ⋅DA DC

−3-3−3 △ABC\triangle ABC△ABC S=‾S=\underline{\qquad}S =

3AB⃗∣AB⃗∣+2AC⃗∣AC⃗∣=19(AB⃗+AC⃗)∣AB⃗+AC⃗∣⟹9+4+12AB⃗∣AB⃗∣⋅AC⃗∣AC⃗∣=19cos⟨AB⃗,AC⃗⟩=12⟺⟨AB⃗,AC⃗⟩=π3\begin{gathered} \frac{3\vec{AB}}{|\vec{AB}|} +\frac{2\vec{AC}}{|\vec{AC}|} =\frac{\sqrt{19}\left(\vec{AB}+\vec{AC}\right)} {\left|\vec{AB}+\vec{AC}\right|}\\ \Longrightarrow 9+4+12\frac{\vec{AB}}{|\vec{AB}|}\cdot\frac{\vec{AC}}{|\vec{AC}|}=19\\ \cos\langle\vec{AB},\vec{AC}\rangle=\frac{1}{2}\\ \Longleftrightarrow \langle\vec{AB},\vec{AC}\rangle=\frac{\pi}{3} \end{gathered}
+ =

∣ ∣AB

3AB

∣ ∣AC

2AC

+AB AC

+19 (AB AC)

⟹ 9 + 4 + 12 ⋅ = 19
∣ ∣AB

AB

∣ ∣AC

AC

cos⟨ , ⟩ =AB AC
2
1

⟺ ⟨ , ⟩ =AB AC
3
π
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紧接着,用极化恒等式化简条件 :取 中点 ,作 于点 . 

进而得到

A B

C

M

H=D

AB = 3k

AC = 2k

60°
HM = √3 k / 2

极化恒等式变成距离最小

DA·DC = DM² − MA²

MA = k，D 在线段 AB 上运动

min DM = HM = √3 k/2

−k²/4 = −3 ⇒ k² = 12

S = 18√3
最小值在 D 与垂足 H 重合时取得

例题 6.22 的中点与最短距离模型

3∣AB⃗∣=19∣AB⃗+AC⃗∣=2∣AC⃗∣∣AB⃗∣=3k,∣AC⃗∣=2k\begin{gathered} \frac{3}{|\vec{AB}|}=\frac{\sqrt{19}}{|\vec{AB}+\vec{AC}|}=\frac{2}{|\vec{AC}|}\\ |\vec{AB}|=3k,|\vec{AC}|=2k \end{gathered}
= =

∣ ∣AB

3

∣ + ∣AB AC

19

∣ ∣AC

2

∣ ∣ = 3k, ∣ ∣ = 2kAB AC

DA⃗⋅DC⃗\vec{DA}\cdot\vec{DC}⋅DA DC ACACAC MMM DH⊥ABDH\perp ABDH ⊥ AB HHH

DA⃗⋅DC⃗=DM⃗2−MA⃗2=∣DM∣2−k2≥∣HM∣2−k2=(32k)2−k2=−14k2=−3⟹k2=12\begin{gathered} \vec{DA}\cdot\vec{DC}\\ =\vec{DM}^2-\vec{MA}^2\\ =|DM|^2-k^2\\ \geq |HM|^2-k^2=(\frac{\sqrt{3}}{2}k)^2-k^2=-\frac{1}{4}k^2=-3\\ \Longrightarrow k^2=12 \end{gathered}⋅DA DC

= −DM
2

MA
2

= ∣DM ∣ − k2 2

≥ ∣HM ∣ − k = ( k) − k = − k = −32 2

2
3 2 2

4
1 2

⟹ k = 122

S=12AB⋅ACsinπ3=332k2=183S=\frac{1}{2}AB\cdot AC\sin\frac{\pi}{3}=\frac{3\sqrt{3}}{2}k^2=18\sqrt{3}S = AB ⋅2
1 AC sin =3

π k =2
3 3 2 18 3
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