
[2027强基计划]三角函数(II)
通过十四道典型例题深入讨论三角函数的综合应用，重点梳理三角形中的正切恒等式、有理性证
明、最值分析、半角关系及三角函数方程等解题方法。

2026年7月29日· 强基计划 · 数学竞赛

例4.16
（北京大学）在  中，  是  为锐角三角形的

A. 充分不必要条件

B. 必要不充分条件

C. 充要条件

D. 既不充分也不必要条件

必要性是显然的,下面从熟知的正切恒等式开始研究充分性: 

锐角三角形的反面是:有一个角不小于 ,其他两个角都小于 ,这将导致 或不存在.

反面不可能成立,所以充分性也成立.

例4.17
(复旦大学) 在  中， ，求 。 

强
基
计
划

△ABC\triangle ABC△ABC tanA+tanB+tanC>0\tan A + \tan B + \tan C > 0tanA + tanB + tanC > 0 △ABC\triangle ABC△ABC

tanAtanBtanC=tanA+tanB+tanC>0\begin{gathered} \tan A\tan B\tan C=\tan A + \tan B + \tan C > 0 \end{gathered}tanA tanB tanC = tanA + tanB + tanC > 0

90∘90\degree90∘ 90∘90\degree90∘ tanAtanBtanC<0\tan A\tan B\tan C\lt0tanA tanB tanC < 0

△ABC\triangle ABC△ABC tanA:tanB:tanC=1:2:3\tan A : \tan B : \tan C = 1 : 2 : 3tanA : tanB : tanC = 1 : 2 : 3 ACAB\frac{AC}{AB}
AB
AC
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例4.18
(北京大学) 是否存在实数 , 使  与  为有理数?

条件过少,使用反证法,以子之矛,攻子之盾.

而 ,推出矛盾!

例4.19
（清华大学）设  分别为 ，则

{tanA=k,tanB=2k,tanC=3ktanAtanBtanC=tanA+tanB+tanC⟹k(2k)(3k)=k+2k+3k6k3=6k(k>0),k2=1,k=+1sinB=tanB1+tan2B=25,sinC=tanC1+tan2C=310ACAB=sinBsinC25310=223\begin{gathered} \begin{cases} \tan A=k,\\ \tan B=2k,\\ \tan C=3k \end{cases}\\ \tan A\tan B\tan C=\tan A + \tan B + \tan C\\ \Longrightarrow k(2k)(3k)=k+2k+3k\\ 6k^3=6k(k\gt0),k^2=1,k=+1\\ \sin B=\frac{\tan B}{\sqrt{1+\tan^2B}}=\frac{2}{\sqrt{5}},\\ \sin C=\frac{\tan C}{\sqrt{1+\tan^2C}}=\frac{3}{\sqrt{10}} \frac{AC}{AB}\\ =\frac{\sin B}{\sin C}\\ \frac{\frac{2}{\sqrt{5}}}{\frac{3}{\sqrt{10}}}=\frac{2\sqrt{2}}{3} \end{gathered}

⎩⎨
⎧tanA = k,

tanB = 2k,
tanC = 3k

tanA tanB tanC = tanA + tanB + tanC

⟹ k(2k)(3k) = k + 2k + 3k

6k = 6k(k > 0), k = 1, k = +13 2

sinB = = ,
1 + tan B2

tanB

5

2

sinC = =
1 + tan C2

tanC

10

3
AB

AC

=
sinC
sinB

=
10
3
5

2

3
2 2

xxx tanx+3\tan x + \sqrt{3}tanx + 3 cotx+3\cot x + \sqrt{3}cotx + 3

tanx+3=p∈Q,cotx+3=q∈Qtanx≠0,p≠31p−3+3=qp+3p2−3+3=q3(1p2−3+1)+(pp2−3−q)=0{1p2−3+1=0,pp2−3−q=01p2−3+1=0⟺p=±2\begin{gathered} \tan x + \sqrt{3}=p\in Q,\cot x + \sqrt{3}=q\in Q\\ \tan x\ne0,p\ne\sqrt{3}\\ \frac{1}{p-\sqrt{3}}+\sqrt{3}=q\\ \frac{p+\sqrt{3}}{p^2-3}+\sqrt{3}=q\\ \sqrt{3}(\frac{1}{p^2-3}+1)+(\frac{p}{p^2-3}-q)=0\\ \begin{cases} \frac{1}{p^2-3}+1=0,\\ \frac{p}{p^2-3}-q=0 \end{cases}\\ \frac{1}{p^2-3}+1=0\Longleftrightarrow p=\pm\sqrt{2} \end{gathered}tanx + = p ∈ Q, cotx + = q ∈ Q3 3

tanx = 0, p =  3

+ = q
p − 3

1
3

+ = q
p − 32

p + 3
3

( + 1) + ( − q) = 03
p − 32

1
p − 32

p

{ + 1 = 0,
p −32

1

− q = 0
p −32
p

+ 1 = 0 ⟺ p = ±
p − 32

1
2

2∉Q\sqrt{2}\notin Q∈2 / Q

α,β,γ\alpha, \beta, \gammaα,β, γ 1∘,61∘,121∘1^\circ, 61^\circ, 121^\circ1 , 61 , 121∘ ∘ ∘
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A. 

B. 

C. 

D. 

发掘 的角度差: 

试图使用合比定理,会产生 型未定式: 

C,D选项是成组的,现在判断A,B:

或者,考虑别的方向:正切三倍角公式 

tanα+tanβ+tanγtanαtanβtanγ=−3\frac{\tan \alpha + \tan \beta + \tan \gamma}{\tan \alpha \tan \beta \tan \gamma} = -3=tan α tan β tan γ
tan α+tan β+tan γ −3

tanα+tanβ+tanγtanαtanβtanγ=3\frac{\tan \alpha + \tan \beta + \tan \gamma}{\tan \alpha \tan \beta \tan \gamma} = 3=tan α tan β tan γ
tan α+tan β+tan γ 3

tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα=−3\tan \alpha \tan \beta + \tan \beta \tan \gamma + \tan \gamma \tan \alpha = -3tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα = −3

tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα=3\tan \alpha \tan \beta + \tan \beta \tan \gamma + \tan \gamma \tan \alpha = 3tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα = 3

60∘60\degree60∘

tan(γ−β)=tanγ−tanβ1+tanγtanβ=tan60∘=3tan(β−α)=tanβ−tanα1+tanβtanα=tan60∘=3tan(α−γ)=tanα−tanγ1+tanαtanγ=tan(−120)∘=3\begin{gathered} \tan(\gamma-\beta)=\frac{\tan\gamma-\tan\beta}{1+\tan\gamma\tan\beta}=\tan60\degree=\sqrt{3}\\ \tan(\beta-\alpha)=\frac{\tan\beta-\tan\alpha}{1+\tan\beta\tan\alpha}=\tan60\degree=\sqrt{3}\\ \tan(\alpha-\gamma)=\frac{\tan\alpha-\tan\gamma}{1+\tan\alpha\tan\gamma}=\tan(-120)\degree=\sqrt{3}\\ \end{gathered}tan(γ − β) = = tan 60 =
1 + tan γ tanβ
tan γ − tanβ ∘ 3

tan(β − α) = = tan 60 =
1 + tanβ tanα
tanβ − tanα ∘ 3

tan(α − γ) = = tan(−120) =
1 + tanα tan γ
tanα − tan γ ∘ 3

00\frac{0}{0}
0
0

(tanγ−tanβ)+(tanβ−tanα)+(tanα−tanγ)=3(3+tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα)0=tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα+3tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα=−3\begin{gathered} (\tan\gamma-\tan\beta)+(\tan\beta-\tan\alpha)+(\tan\alpha-\tan\gamma)=\sqrt{3}(3+\tan \alpha \tan \beta + \tan \beta \tan \gamma + \tan \gamma \tan \alpha)\\ 0=\tan \alpha \tan \beta + \tan \beta \tan \gamma + \tan \gamma \tan \alpha+3\\ \tan \alpha \tan \beta + \tan \beta \tan \gamma + \tan \gamma \tan \alpha=-3 \end{gathered}(tan γ − tanβ) + (tanβ − tanα) + (tanα − tan γ) = (3 + tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα)3

0 = tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα + 3

tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα = −3

tanα−tanγ=3(1+tanαtanγ)1tanγ−1tanα=3(1tanαtanγ+1)1tanα−1tanβ=3(1tanβtanα+1)1tanβ−1tanγ=3(1tanγtanβ+1)tanα+tanβ+tanγtanαtanβtanγ=1tanαtanγ+1tanβtanα+1tanγtanβ=−3\begin{gathered} \tan\alpha-\tan\gamma=\sqrt{3}(1+\tan\alpha\tan\gamma)\\ \frac{1}{\tan\gamma}-\frac{1}{\tan\alpha}=\sqrt{3}(\frac{1}{\tan\alpha\tan\gamma}+1)\\ \frac{1}{\tan\alpha}-\frac{1}{\tan\beta}=\sqrt{3}(\frac{1}{\tan\beta\tan\alpha}+1)\\ \frac{1}{\tan\beta}-\frac{1}{\tan\gamma}=\sqrt{3}(\frac{1}{\tan\gamma\tan\beta}+1)\\ \frac{\tan \alpha + \tan \beta + \tan \gamma}{\tan \alpha \tan \beta \tan \gamma}\\ =\frac{1}{\tan\alpha\tan\gamma}+\frac{1}{\tan\beta\tan\alpha}+\frac{1}{\tan\gamma\tan\beta}=-3 \end{gathered}tanα − tan γ = (1 + tanα tan γ)3

− = ( + 1)
tan γ

1
tanα

1
3

tanα tan γ
1

− = ( + 1)
tanα

1
tanβ

1
3

tanβ tanα
1

− = ( + 1)
tanβ

1
tan γ

1
3

tan γ tanβ
1

tanα tanβ tan γ
tanα + tanβ + tan γ

= + + = −3
tanα tan γ

1
tanβ tanα

1
tan γ tanβ

1
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注意到 ,有: 

由于三个角度的正切值显然各不相同,故它们是方程: 

的三个不同实根. 

于是根据一元三次方程韦达定理: 

同样选出AC,这个方法涉及到三个角度的产生,可能更本质.

例4.20
（北京大学）求证： 。

假设 ,则由正切两角和公式: , , ,..., ,这导致矛盾.

tan3α=tan(2α+α)=tan2α+tanα1−tan2αtanα=2tanα1−tan2α+tanα1−2tan2α1−tan2α=3tanα−tan3α1−3tan2α\begin{gathered} \tan3\alpha\\=\tan(2\alpha+\alpha)\\=\frac{\tan2\alpha+\tan\alpha}{1-\tan2\alpha\tan\alpha}\\ =\frac{\frac{2\tan\alpha}{1-\tan^2\alpha}+\tan\alpha}{1-\frac{2\tan^2\alpha}{1-\tan^2\alpha}}\\ =\frac{3\tan\alpha-\tan^3\alpha}{1-3\tan^2\alpha} \end{gathered}tan 3α

= tan(2α + α)

=
1 − tan 2α tanα
tan 2α + tanα

=
1 − 1−tan α2

2 tan α2

+ tanα1−tan α2
2 tan α

=
1 − 3 tan α2

3 tanα − tan α3

T=180∘=60∘×3T=180\degree=60\degree\times3T = 180 =∘ 60 ×∘ 3

tan3∘=tan183∘=tan363∘3tan1∘−tan31∘1−3tan21∘=3tan61∘−tan361∘1−3tan261∘=3tan121∘−tan3121∘1−3tan2121∘=tan3∘\begin{gathered} \tan3\degree=\tan183\degree=\tan363\degree\\ \frac{3\tan1\degree-\tan^31\degree}{1-3\tan^21\degree}=\frac{3\tan61\degree-\tan^361\degree}{1-3\tan^261\degree}=\frac{3\tan121\degree-\tan^3121\degree}{1-3\tan^2121\degree}=\tan3\degree \end{gathered}tan 3 = tan 183 = tan 363∘ ∘ ∘

= = = tan 3
1 − 3 tan 12 ∘

3 tan 1 − tan 1∘ 3 ∘

1 − 3 tan 612 ∘

3 tan 61 − tan 61∘ 3 ∘

1 − 3 tan 1212 ∘

3 tan 121 − tan 121∘ 3 ∘
∘

t3−3t3t2−1=tan3∘\frac{t^3-3t}{3t^2-1}=\tan3\degree=
3t − 12

t − 3t3

tan 3∘

t3−(3tan3∘)t2−3+tan3∘=0\begin{gathered} t^3-(3\tan3\degree)t^2-3+\tan3\degree=0 \end{gathered}t − (3 tan 3 )t − 3 + tan 3 = 03 ∘ 2 ∘

{tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα=−3,tanα+tanβ+tanγ=3tan3∘,tanαtanβtanγ=−tan3∘\begin{cases}\tan \alpha \tan \beta + \tan \beta \tan \gamma + \tan \gamma \tan \alpha = -3,\\ \tan \alpha + \tan \beta + \tan \gamma=3\tan3\degree,\\ \tan \alpha \tan \beta \tan \gamma=-\tan3\degree \end{cases}

⎩⎨
⎧tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα = −3,

tanα + tanβ + tan γ = 3 tan 3 ,∘

tanα tanβ tan γ = − tan 3∘

tan3∘∉Q\tan 3^\circ \notin \mathbb{Q}tan 3 ∈∘ / Q

tan3∘∈Q\tan3\degree\in Qtan 3 ∈∘ Q tan6∘∈Q\tan6\degree\in Qtan 6 ∈∘ Q tan9∘∈Q\tan9\degree\in Qtan 9 ∈∘ Q tan12∘∈Q\tan12\degree\in Qtan 12 ∈∘ Q tan30∘∈Q\tan30\degree\in Qtan 30 ∈∘ Q
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例4.21
（清华大学）在  中，则  的最大值

A. 最大值为 

B. 最大值为 

C. 最大值为 

D. 无最大值

固定A,考虑 : 

例4.22
(中国科学技术大学) 已知三角形  中， ，则  的最大值是______。 

条件都是三角形的边,求 更方便: 

△ABC\triangle ABC△ABC sinA+sinBsinC\sin A + \sin B \sin CsinA + sinB sinC

32\frac{3}{2}
2
3

1+52\frac{1+\sqrt{5}}{2}
2

1+ 5

3+234\frac{3+2\sqrt{3}}{4}
4

3+2 3

B,CB,CB,C

sinA+sinBsinC=sinA−12[cos(B+C)−cos(B−C)]=sinA−12cos(π−A)+12cos(B−C)=sinA+12cosA+12cos(B−C)≤sinA+12cosA+12≤5+12\begin{gathered} \sin A + \sin B \sin C\\ =\sin A-\frac{1}{2}[\cos(B+C)-\cos(B-C)]\\ =\sin A-\frac{1}{2}\cos(\pi-A)+\frac{1}{2}\cos(B-C)\\ =\sin A+\frac{1}{2}\cos A+\frac{1}{2}\cos(B-C)\\ \le \sin A+\frac{1}{2}\cos A+\frac{1}{2}\le\frac{\sqrt{5}+1}{2} \end{gathered}sinA + sinB sinC

= sinA − [cos(B + C) − cos(B − C)]
2
1

= sinA − cos(π − A) + cos(B − C)
2
1

2
1

= sinA + cosA + cos(B − C)
2
1

2
1

≤ sinA + cosA + ≤
2
1

2
1

2
+ 15

ABCABCABC sinA+2sinBcosC=0\sin A + 2\sin B\cos C = 0sinA + 2 sinB cosC = 0 tanA\tan AtanA

a+2bcosC=0a+a2+b2−c2a=02a2+b2−c2=0\begin{gathered} a+2b\cos C=0\\ a+\frac{a^2+b^2-c^2}{a}=0\\ 2a^2+b^2-c^2=0 \end{gathered}a + 2b cosC = 0

a + = 0
a

a + b − c2 2 2

2a + b − c = 02 2 2

cosA\cos AcosA

cosA=b2+c2−a22bc=b2+c2−c2−b222bc=32b2+12c22bc≥23bc4bc=32tanA≤33\begin{gathered} \cos A=\frac{b^2+c^2-a^2}{2bc}\\ =\frac{b^2+c^2-\frac{c^2-b^2}{2}}{2bc}\\ =\frac{\frac{3}{2}b^2+\frac{1}{2}c^2}{2bc}\ge\frac{2\sqrt{3}bc}{4bc}=\frac{\sqrt{3}}{2}\\ \tan A\le\frac{\sqrt{3}}{3} \end{gathered}cosA =
2bc

b + c − a2 2 2

=
2bc

b + c −2 2
2

c −b2 2

= ≥ =
2bc

b + c2
3 2

2
1 2

4bc
2 bc3

2
3

tanA ≤
3
3
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或者考虑 : 

例4.23
(清华大学) 在三角形  中，三边长  满足 ，则  的值为

A. 

B. 

C. 

D. 

考虑 的几何意义,更为直观: 

A=π−(B+C)A=\pi-(B+C)A = π − (B + C)

3sinBcosC+sinCcosB=03 \sin B \cos C + \sin C \cos B = 03 sinB cosC + sinC cosB = 0

3tanB+tanC=03 \tan B + \tan C = 03 tanB + tanC = 0

−tanA=tan(B+C)=tanB+tanC1−tanBtanC- \tan A = \tan ( B + C ) = \frac { \tan B + \tan C } { 1 - \tan B \tan C }− tanA = tan(B + C) =
1 − tanB tanC
tanB + tanC

=−2tanB1+3tan2B= \frac { - 2 \tan B } { 1 + 3 \tan ^ { 2 } B }=
1 + 3 tan B2

−2 tanB

∴tanA=23tanB+1tanB≤223=33.\therefore \tan A = \frac { 2 } { 3 \tan B + \frac { 1 } { \tan B } } \leq \frac { 2 } { 2 \sqrt { 3 } } = \frac { \sqrt { 3 } } { 3 } .∴ tanA = ≤
3 tanB + tanB

1
2

=
2 3

2
.

3
3

ABCABCABC a,b,ca, b, ca, b, c a+c=3ba + c = 3ba + c = 3b tanA2tanC2\tan\frac{A}{2}\tan\frac{C}{2}tan tan2
A

2
C

15\frac{1}{5}
5
1

14\frac{1}{4}
4
1

12\frac{1}{2}
2
1

23\frac{2}{3}
3
2

sinA+sinC=3sinB2sinA+C2cosA−C2=3sin(A+C)=6sinA+C2cosA+C2∵A+C2∈(0,π2)∴sinA+C2>0cosA−C2=3cosA+C2cosA2cosC2+sinA2sinC2=3(cosA2cosC2−sinA2sinC2)1+tanA2tanC2=3(1−tanA2tanC2)tanA2tanC2=12\begin{gathered} \sin A+\sin C=3\sin B\\ 2\sin\frac{A+C}{2}\cos\frac{A-C}{2}=3\sin(A+C)=6\sin\frac{A+C}{2}\cos\frac{A+C}{2}\\ \because \frac{A+C}{2}\in(0,\frac{\pi}{2}) \therefore \sin\frac{A+C}{2}\gt 0\\ \cos\frac{A-C}{2}=3\cos\frac{A+C}{2}\\ \cos\frac{A}{2}\cos\frac{C}{2}+\sin\frac{A}{2}\sin\frac{C}{2}=3(\cos\frac{A}{2}\cos\frac{C}{2}-\sin\frac{A}{2}\sin\frac{C}{2})\\ 1+\tan\frac{A}{2}\tan\frac{C}{2}=3(1-\tan\frac{A}{2}\tan\frac{C}{2})\\ \tan\frac{A}{2}\tan\frac{C}{2}=\frac{1}{2} \end{gathered}sinA + sinC = 3 sinB

2 sin cos = 3 sin(A + C) = 6 sin cos
2

A + C

2
A − C

2
A + C

2
A + C

∵ ∈ (0, ) ∴ sin > 0
2

A + C

2
π

2
A + C

cos = 3 cos
2

A − C

2
A + C

cos cos + sin sin = 3(cos cos − sin sin )
2
A

2
C

2
A

2
C

2
A

2
C

2
A

2
C

1 + tan tan = 3(1 − tan tan )
2
A

2
C

2
A

2
C

tan tan =
2
A

2
C

2
1

tanA2\tan\frac{A}{2}tan 2
A
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回忆一下海伦公式: 

例4.24
（上海交通大学）三角形的三边长为连续整数。

是否存在这样的三角形，其最大角是最小角的  倍？

是否存在这样的三角形，其最大角是最小角的  倍？

考虑对称性,设三边长为 ,则最小角为A,最大角为C:

考虑1: 

tanA2=rb+c−a2tanC2=ra+b−c2tanA2tanC2=4r2(b+c−a)(a+b−c)\begin{gathered} \tan\frac{A}{2}=\frac{r}{\frac{b+c-a}{2}}\\ \tan\frac{C}{2}=\frac{r}{\frac{a+b-c}{2}}\\ \tan\frac{A}{2}\tan\frac{C}{2}=\frac{4r^2}{(b+c-a)(a+b-c)} \end{gathered}tan =
2
A

2
b+c−a

r

tan =
2
C

2
a+b−c

r

tan tan =
2
A

2
C

(b + c − a)(a + b − c)
4r2

S△=p(p−a)(p−b)(p−c)=rp,p=a+b+c2r2p=(p−a)(p−b)(p−c)r2(p−a)(p−c)=p−bp=a−b+ca+b+c=12tanA2tanC2=12\begin{gathered} S_\triangle=\sqrt{p(p-a)(p-b)(p-c)}=rp,p=\frac{a+b+c}{2}\\ r^2p=(p-a)(p-b)(p-c)\\ \frac{r^2}{(p-a)(p-c)}=\frac{p-b}{p}=\frac{a-b+c}{a+b+c}=\frac{1}{2}\\ \tan\frac{A}{2}\tan\frac{C}{2}=\frac{1}{2} \end{gathered}S = = rp, p =△ p(p − a)(p − b)(p − c)
2

a + b + c

r p = (p − a)(p − b)(p − c)2

= = =
(p − a)(p − c)

r2

p

p − b

a + b + c

a − b + c

2
1

tan tan =
2
A

2
C

2
1

1. 222

2. 333

a=x−1,b=x,c=x+1,x∈N∗,x≥3a=x-1,b=x,c=x+1,x\in\N^*,x\ge3a = x − 1, b = x, c = x + 1,x ∈ N ,x ≥∗ 3

cosA=x2+(x+1)2−(x−1)22x(x+1)=x2+4x2x(x+1)=x+42(x+1)cosC=x2+(x−1)2−(x+1)22x(x−1)=x2−4x2x(x−1)=x−42(x−1)\begin{gathered} \cos A=\frac{x^2+(x+1)^2-(x-1)^2}{2x(x+1)}\\ =\frac{x^2+4x}{2x(x+1)}\\=\frac{x+4}{2(x+1)}\\ \cos C=\frac{x^2+(x-1)^2-(x+1)^2}{2x(x-1)}\\=\frac{x^2-4x}{2x(x-1)}\\ =\frac{x-4}{2(x-1)}\\ \end{gathered}cosA =
2x(x + 1)

x + (x + 1) − (x − 1)2 2 2

=
2x(x + 1)
x + 4x2

=
2(x + 1)
x + 4

cosC =
2x(x − 1)

x + (x − 1) − (x + 1)2 2 2

=
2x(x − 1)
x − 4x2

=
2(x − 1)
x − 4
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考虑2:

盲目求解高次方程不可取,我们分析A,C变化趋势:

x越大, 越小,A越大

x越大, 越大,C越小

x=5,C=2A

所以想要 ,只能是 ,而经检验均不符合条件,故2不存在.

例4.25
（清华大学）已知  不是直角三角形， ，且  的
倒数成等差数列，则  的可能值为

A. 

B. 

C. 

D. 

先考虑正切条件去分母: 

这表明 .

C=2AcosC=2cos2A−1x−42(x−1)=2[x+42(x+1)]2−1(x−4)(x+1)2=(x+4)2(x−1)−2(x+1)2(x−1)2x3−7x2−17x+10=0(x−5)(2x2+3x−2)=0x=5\begin{gathered} C=2A\\ \cos C=2\cos^2A-1\\ \frac{x-4}{2(x-1)}=2[\frac{x+4}{2(x+1)}]^2-1\\ (x-4)(x+1)^2=(x+4)^2(x-1)-2(x+1)^2(x-1)\\ 2x^3-7x^2-17x+10=0\\ (x-5)(2x^2+3x-2)=0\\ x=5 \end{gathered}C = 2A

cosC = 2 cos A − 12

= 2[ ] − 1
2(x − 1)
x − 4

2(x + 1)
x + 4 2

(x − 4)(x + 1) = (x + 4) (x − 1) − 2(x + 1) (x − 1)2 2 2

2x − 7x − 17x + 10 = 03 2

(x − 5)(2x + 3x − 2) = 02

x = 5

· cosA\cos AcosA

· cosC\cos CcosC

· 

C=3AC=3AC = 3A x=4,3x=4,3x = 4, 3

△ABC\triangle ABC△ABC 3tanC−1=tanB+tanCtanA\sqrt{3}\tan C - 1 = \frac{\tan B + \tan C}{\tan A}tanC −3 1 = tanA
tanB+tanC sin2A,sin2B,sin2C\sin 2A, \sin 2B, \sin 2Csin 2A, sin 2B, sin 2C

cosA−C2\cos\frac{A-C}{2}cos 2
A−C

111

−1-1−1

64\frac{\sqrt{6}}{4}
4
6

−64-\frac{\sqrt{6}}{4}− 4
6

3tanAtanC=tanA+tanB+tanCtanAtanBtanC=tanA+tanB+tanC\begin{gathered} \sqrt{3}\tan A\tan C=\tan A+\tan B+\tan C\\ \tan A\tan B\tan C=\tan A+\tan B+\tan C \end{gathered}tanA tanC = tanA + tanB + tanC3

tanA tanB tanC = tanA + tanB + tanC

tanB=3,B=π3\tan B=\sqrt{3},B=\frac{\pi}{3}tanB = ,B =3 3
π
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例4.26
（北京大学）有多少种互不相似的三角形  满足 

A. 0
B. 1
C. 2 D. 前三个答案都不对

先考虑 ,这可以直接得出角度关系: 

下面根据这两种可能进行讨论: 

这将导致 无意义,舍去这种情况. 

1sin2A+1sin2C=2sin2B=43sin2A+sin2Csin2Asin2C=434sin(A+C)cos(A−C)cos(2A−2C)−cos(2A+2C)=4332cos(A−C)cos(2A−2C)+12=133cos(A−C)=2cos[2(A−C)]+13cos(A−C)=2[2cos2(A−C)−1]+14cos2(A−C)−3cos(A−C)−1=0cos(A−C)=1 or −14cos(A−C2)=1 or +64 or −64(discard)\begin{gathered} \frac{1}{\sin 2A}+\frac{1}{\sin 2C}=\frac{2}{\sin 2B}=\frac{4}{\sqrt{3}}\\ \frac{\sin 2A+\sin 2C}{\sin 2A\sin 2C}=\frac{4}{\sqrt{3}}\\ \frac{4\sin(A+C)\cos(A-C)}{\cos(2A-2C)-\cos(2A+2C)}=\frac{4}{\sqrt{3}}\\ \frac{\frac{\sqrt{3}}{2}\cos(A-C)}{\cos(2A-2C)+\frac{1}{2}}=\frac{1}{\sqrt{3}}\\ 3\cos(A-C)=2\cos[2(A-C)]+1\\ 3\cos(A-C)=2[2\cos^2(A-C)-1]+1\\ 4\cos^2(A-C)-3\cos(A-C)-1=0\\ \cos(A-C)=1\text{ or }-\frac{1}{4}\\ \cos(\frac{A-C}{2})=1\text{ or }+\frac{\sqrt{6}}{4}\text{ or }-\frac{\sqrt{6}}{4}(\text{discard}) \end{gathered}+ = =
sin 2A

1
sin 2C

1
sin 2B

2

3

4

=
sin 2A sin 2C

sin 2A + sin 2C

3

4

=
cos(2A − 2C) − cos(2A + 2C)

4 sin(A + C) cos(A − C)

3

4

=
cos(2A − 2C) + 2

1

cos(A − C)2
3

3

1

3 cos(A − C) = 2 cos[2(A − C)] + 1

3 cos(A − C) = 2[2 cos (A − C) − 1] + 12

4 cos (A − C) − 3 cos(A − C) − 1 = 02

cos(A − C) = 1 or  −
4
1

cos( ) = 1 or  +  or  − (discard)
2

A − C

4
6

4
6

ABCABCABC sinA=cosB=tanC\sin A = \cos B = \tan CsinA = cosB = tanC

sinA=cosB\sin A = \cos BsinA = cosB

sinA=sin(π2+B)A=π2+B or π2−B\begin{gathered} \sin A=\sin(\frac{\pi}{2}+B)\\ A=\frac{\pi}{2}+B\text{ or }\frac{\pi}{2}-B \end{gathered}sinA = sin( + B)
2
π

A = + B or  − B
2
π

2
π

A=π2−B,C=π2\begin{gathered} A=\frac{\pi}{2}-B,C=\frac{\pi}{2} \end{gathered}A = − B,C =
2
π

2
π

tanC\tan CtanC
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令 ,则: 

所以 有两个实数解,对应确定的两个B,还需要检验这两个B的可行性:

这表明,只有 对应的B是可行的,对应唯一确定的三角形形状.

例4.27
（同济大学）设函数 ，其中 ， 。若存在常数  ( )，使对任意 

 有 ，则  可取得的最小值为______。

考虑正弦函数的有界性,只能有 ,又 ,故 .

A=π2+BtanC=tan(π2−2B)=1tan2B=cosBcos2Bsin2B=cosBcos2B=sin2BcosB2cos2B−1=2sinAcos2B(2cos2B−1)2=4(1−cos2B)cos4B4(cos2B)3−4cos2B+1=0,B∈(0,π2)\begin{gathered} A=\frac{\pi}{2}+B\\ \tan C=\tan(\frac{\pi}{2}-2B)=\frac{1}{\tan2B}=\cos B\\ \frac{\cos2B}{\sin2B}=\cos B\\ \cos2B=\sin2B\cos B\\ 2\cos^2B-1=2\sin A\cos^2B\\ (2\cos^2B-1)^2=4(1-cos^2B)\cos^4B\\ 4(\cos^2B)^3-4\cos^2B+1=0,B\in(0,\frac{\pi}{2}) \end{gathered}A = + B
2
π

tanC = tan( − 2B) = = cosB
2
π

tan 2B
1

= cosB
sin 2B
cos 2B

cos 2B = sin 2B cosB

2 cos B − 1 = 2 sinA cos B2 2

(2 cos B − 1) = 4(1 − cos B) cos B2 2 2 4

4(cos B) − 4 cos B + 1 = 0,B ∈ (0, )2 3 2

2
π

cos2B=t∈(0,1)\cos^2B=t\in(0,1)cos B =2 t ∈ (0, 1)

f(t)=4t3−4t+1f′(t)=12t2−4f(0)=1,f(1)=1,f(+33)=9−839<0\begin{gathered} f(t)=4t^3-4t+1\\ f'(t)=12t^2-4\\ f(0)=1,f(1)=1,f(+\frac{\sqrt{3}}{3})=\frac{9-8\sqrt{3}}{9}\lt0 \end{gathered}f(t) = 4t − 4t + 13

f (t) = 12t − 4′ 2

f(0) = 1, f(1) = 1, f(+ ) = < 0
3
3

9
9 − 8 3

f(t)=0f(t)=0f(t) = 0

C=π2−2B>0,B<π4t=cos2B>1212<13f(12)=−12<0t1∈(0,12),t2∈(13,1)\begin{gathered} C=\frac{\pi}{2}-2B\gt0,B\lt\frac{\pi}{4}\\ t=\cos^2B\gt\frac{1}{2}\\ \frac{1}{2}\lt\frac{1}{\sqrt{3}}\\ f(\frac{1}{2})=-\frac{1}{2}\lt0\\ t_1\in(0,\frac{1}{2}),t_2\in(\frac{1}{\sqrt{3}},1) \end{gathered}C = − 2B > 0,B <
2
π

4
π

t = cos B >2

2
1

<
2
1

3

1

f( ) = − < 0
2
1

2
1

t ∈ (0, ), t ∈ ( , 1)1 2
1

2
3

1

t2t_2t2

f(x)=sin(ωx+φ)f(x) = \sin(\omega x + \varphi)f(x) = sin(ωx + φ) ω>0\omega > 0ω > 0 φ∈R\varphi \in \mathbb{R}φ ∈ R TTT T<0T < 0T < 0
x∈Rx \in \mathbb{R}x ∈ R f(x+T)=Tf(x)f(x + T) = T f(x)f(x + T ) = Tf(x) ω\omegaω

∣T∣=1|T|=1∣T ∣ = 1 T<0T\lt0T < 0 T=−1T=-1T = −1

f(x−1)=−f(x)f(x -1) = -f(x) f(x − 1) = −f(x)
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这表明 ,故

例4.28
(北京大学) 求使得  在  有唯一解的 。

在  有唯一解,要么是在边界上取到,要么是在极值点处取到.

进一步审视函数性质,发现 是函数 对称轴,所以:

显然对应很多 ,故只能是 .

例4.29
(同济大学) 设 ， ， ， ，则  的大小关系为
______。

ω=kπ(k∈Z)\omega=k\pi(k\in\Z)ω = kπ(k ∈ Z) ω≥π\omega\ge\piω ≥ π

sin4xsin2x−sinxsin3x=a\sin 4x \sin 2x - \sin x \sin 3x = asin 4x sin 2x − sinx sin 3x = a [0,π)[0, \pi)[0,π) aaa

cos2x−cos6x−(cos2x−cos4x)=2acos4x−cos6x=2asin5xsinx=a\begin{gathered} \cos2x-\cos6x-(\cos2x-\cos4x)=2a\\ \cos4x-\cos6x=2a\\ \sin5x\sin x=a \end{gathered}cos 2x − cos 6x − (cos 2x − cos 4x) = 2a

cos 4x − cos 6x = 2a

sin 5x sinx = a

f(x)=sin5xsinx=af(x)=\sin5x\sin x=af(x) = sin 5x sinx = a [0,π)[0, \pi)[0,π)

x=π2x=\frac{\pi}{2}x = 2
π f(x)f(x)f(x)

f(0)=0=a or f(π2)=1=a\begin{gathered} f(0)=0=a\text{ or }f(\frac{\pi}{2})=1=a \end{gathered}f(0) = 0 = a or f( ) = 1 = a
2
π

a=0a=0a = 0 xxx a=1a=1a = 1

sin5xsinx=a5x−x=2kπ,x=π2+k′π∈[0,π)k=2k′+1(k′=0)x=π2\begin{gathered} \sin5x\sin x=a\\ 5x-x=2k\pi,x=\frac{\pi}{2}+k'\pi\in[0,\pi)\\ k=2k'+1(k'=0)\\ x=\frac{\pi}{2} \end{gathered}sin 5x sinx = a

5x − x = 2kπ,x = + k π ∈ [0,π)
2
π ′

k = 2k + 1(k = 0)′ ′

x =
2
π

0<a<10 < a < 10 < a < 1 0<θ<π40 < \theta < \frac{\pi}{4}0 < θ < 4
π x=(sinθ)logasinθx = (\sin \theta)^{\log_a \sin \theta}x = (sin θ)log sin θa y=(cosθ)logatanθy = (\cos \theta)^{\log_a \tan \theta}y = (cos θ)log tan θa x,yx, yx, y

0<θ<π4⟹1>cosθ>sinθsinθ<tanθ<1,a<1⟹logasinθ>logatanθ>0x<(cosθ)logasinθ<y\begin{gathered} 0 < \theta < \frac{\pi}{4}\\ \Longrightarrow 1\gt\cos\theta\gt\sin\theta\\ \sin\theta\lt\tan\theta\lt1,a\lt 1\\ \Longrightarrow \log_a \sin \theta\gt\log_a \tan \theta\gt0\\ x\lt (\cos \theta)^{\log_a \sin \theta}\lt y \end{gathered}0 < θ <
4
π

⟹ 1 > cos θ > sin θ

sin θ < tan θ < 1, a < 1

⟹ log sin θ > log tan θ > 0a a

x < (cos θ) < ylog sin θa
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