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全国高中数学联合竞赛一试（A卷）
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2026年9月13日· 数学 · 数学竞赛 · 试题

一、填空题

本大题共 8 题，每题 8 分，满分 64 分。

第 1 题

平面向量  满足 ， ， ，且 ，则  ______。

由 知， 同向，且 .

因此，

第 2 题

设等差数列  的公差 。若  成等差数列，则实数  ______。

数
学

x⃗,y⃗,z⃗\vec{x},\vec{y},\vec{z}, ,x y z ∣x⃗∣=1|\vec{x}|=1∣ ∣ =x 1 ∣y⃗∣=2|\vec{y}|=2∣ ∣ =y 2 ∣z⃗∣=3|\vec{z}|=3∣ ∣ =z 3 x⃗⋅y⃗=x⃗⋅z⃗=2\vec{x}\cdot\vec{y}=\vec{x}\cdot\vec{z}=2⋅x =y ⋅x =z 2 y⃗⋅z⃗=\vec{y}\cdot\vec{z}=⋅y =z

x⃗⋅y⃗=∣x⃗∣⋅∣y⃗∣=2\vec{x}\cdot\vec{y}=|\vec{x}|\cdot|\vec{y}|=2⋅x =y ∣ ∣ ⋅x ∣ ∣ =y 2 x⃗,y⃗\vec{x},\vec{y},x y y⃗=2x⃗\vec{y}=2\vec{x}=y 2x

y⃗⋅z⃗=2x⃗⋅z⃗=4\vec{y}\cdot\vec{z}=2\vec{x}\cdot\vec{z}=4⋅y =z 2 ⋅x =z 4

{an}\{a_n\}{a }n d≠0d\ne 0d = 0 a1,2a2,4a4,ta8a_1,2a_2,4a_4,ta_8a , 2a , 4a , ta1 2 4 8 t=t=t =

4a2=a1+4a4a1=4(a2−a4)=−8d2a2+ta8=8a4t=8a4−2a2a8=8(a1+3d)−2(a1+d)a1+7d=−40d+14d−d=264a_2=a_1+4a_4\\ a_1=4(a_2-a_4)=-8d\\ 2a_2+ta_8=8a_4\\ t=\frac{8a_4-2a_2}{a_8}\\ =\frac{8(a_1+3d)-2(a_1+d)}{a_1+7d}\\ =\frac{-40d+14d}{-d}=264a =2 a +1 4a4

a =1 4(a −2 a ) =4 −8d

2a +2 ta =8 8a4

t =
a8

8a − 2a4 2

=
a + 7d1

8(a + 3d) − 2(a + d)1 1

= =
−d

−40d + 14d
26
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第 3 题

在  中，已知 ， ，则  ______。

一个比较浅显的想法，是解出 后，利用三角形内角和为 的条件求出 :

事实上，在考场上，我原本的做法是:

△ABC\triangle ABC△ABC tanA−cotB=9\tan A-\cot B=9tanA − cotB = 9 tanB−cotA=13\tan B-\cot A=13tanB − cotA = 13 tanC=\tan C=tanC =

tanA,tanB\tan A,\tan BtanA, tanB π\piπ tanC\tan CtanC

tanA=x,tanB=y{x−1y=9,y−1x=13tanC=tan[π−(A+B)]=−tan(A+B)=−tanA+tanB1−tanAtanB=x+yxy−1=xxy−1+yxy−1=1y−1x+1x−1y=19+113=22117\tan A=x,\tan B=y\\ \begin{cases}x-\frac1y=9,\\ y-\frac1x=13\end{cases}\\ \tan C=\tan[\pi-(A+B)]\\ =-\tan(A+B)\\ =-\frac{\tan A+\tan B}{1-\tan A\tan B}\\ =\frac{x+y}{xy-1}\\ =\frac{x}{xy-1}+\frac{y}{xy-1}\\ =\frac{1}{y-\frac1x}+\frac{1}{x-\frac1y}\\ =\frac{1}{9}+\frac{1}{13}=\frac{22}{117}tanA = x, tanB = y

{x − = 9,
y
1

y − = 13
x
1

tanC = tan[π − (A + B)]

= − tan(A + B)

= −
1 − tanA tanB
tanA + tanB

=
xy − 1
x + y

= +
xy − 1
x

xy − 1
y

= +
y −

x
1

1
x −

y
1

1

= +
9
1

=
13
1

117
22
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相比之下，高下立判。

可见，在解决问题前，查看结果的形式，有的放矢，是非常重要的。

第 4 题

对于 ，定义集合 ，并记 ，则使得集合
 中完全平方数的个数为奇数的最小正整数  ______。

我们写出一些 ，并找出哪些含有完全平方数：

{x−1y=9,y−1x=13y=13+1xx−113+1x=9x−x13x+1=9x(13x+1)−x=9(13x+1)13x2−9⋅13x−9=0tanC=tan[π−(A+B)]=−tan(A+B)=−tanA+tanB1−tanAtanB=x+yxy−1=x+13+1xx(13+1x)−1=x2+13x+113x2=22x+22139(13x+1)=2213(13x+1)9(13x+1)=22117\begin{cases}x-\frac1y=9,\\ y-\frac1x=13\end{cases}\\ y=13+\frac1x\\ x-\frac{1}{13+\frac1x}=9\\ x-\frac{x}{13x+1}=9\\ x(13x+1)-x=9(13x+1)\\ 13x^2-9\cdot13x-9=0\\ \tan C=\tan[\pi-(A+B)]\\ =-\tan(A+B)\\ =-\frac{\tan A+\tan B}{1-\tan A\tan B}\\ =\frac{x+y}{xy-1}\\ =\frac{x+13+\frac1x}{x(13+\frac1x)-1}\\ =\frac{x^2+13x+1}{13x^2}\\ =\frac{22x+\frac{22}{13}}{9(13x+1)}\\ =\frac{\frac{22}{13}(13x+1)}{9(13x+1)}=\frac{22}{117}{x − = 9,
y
1

y − = 13
x
1

y = 13 +
x

1

x − =
13 +

x
1

1
9

x − =
13x + 1

x
9

x(13x + 1) − x = 9(13x + 1)

13x −2 9 ⋅ 13x − 9 = 0

tanC = tan[π − (A + B)]

= − tan(A + B)

= −
1 − tanA tanB
tanA + tanB

=
xy − 1
x + y

=
x(13 + ) − 1

x
1

x + 13 +
x
1

=
13x2

x + 13x + 12

=
9(13x + 1)
22x + 13

22

= =
9(13x + 1)

(13x + 1)13
22

117
22

k=0,1,2,…k=0,1,2,\ldotsk = 0, 1, 2, … Ak={20+k,26+2k}A_k=\{20+k,26+2k\}A =k {20 + k, 26 + 2k} Sk=A0∪A1∪⋯∪AkS_k=A_0\cup A_1\cup\cdots\cup A_kS =k A ∪0 A ∪1 ⋯ ∪ Ak

SnS_nSn n=n=n =

AkA_kAk
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， ， ， ， ，
……

其中出现的完全平方数从  开始有  和 ，现在有两个完全平方数.

接下来，我们估计下一个完全平方数是 还是 :

容易判断， ，且 无法取到 .

下一个出现完全平方数: .

自此，累计出现了 这三个完全平方数。

第 5 题

在平面直角坐标系中，双曲线

经过两点 ， ，两条（不重合的）平行直线  分别经过点 ，且  的右焦点  到直线 
 的距离等于  到直线  的距离，则  和  之间的距离为 ______。

先通过两点坐标，求出双曲线的方程:由  得 ，再由  得 ，故 
。

我们明确研究对象，把斜率 作为变量，并利用两条平行直线到右焦点距离相等的条件建立方程。

设 ， ，即 ，
。右焦点 ，由距离相等得 ，解得 （  时两

直线重合，舍去），故 ， ，距离为 。

如果我们更换研究问题的视角，考虑平面几何元素，则可发现 关于 中心对称或重合(舍).

由于 ,故 ,得 ,同样可以求得平行线间的距离.

第 6 题

若复数  满足 ，则  ______。

我们分别列出实部、虚部相等:

虚部为 ，实部满足 。

A0={20,26}A_0=\{20,26\}A =0 {20, 26} A1={21,28}A_1=\{21,28\}A =1 {21, 28} A2={22,30}A_2=\{22,30\}A =2 {22, 30} A3={23,32}A_3=\{23,32\}A =3 {23, 32} A4={24,34}A_4=\{24,34\}A =4 {24, 34}
A5={25,36}A_5=\{25,36\}A =5 {25, 36}

A5A_5A5 252525 363636

20+k20+k20 + k 26+2k26+2k26 + 2k

A16={36,58}A_{16}=\{36,58\}A =16 {36, 58} 26+2k26+2k26 + 2k 494949

A19={39,64}A_{19}=\{39,64\}A =19 {39, 64}

25,36,6425,36,6425, 36, 64

Γ:x2a2−y2b2=1(a,b>0)\Gamma:\frac{x^2}{a^2}-\frac{y^2}{b^2}=1\quad(a,b>0)Γ : −
a2

x2

=
b2

y2

1 (a, b > 0)

P(1,0)P(1,0)P (1, 0) Q(7,12)Q(7,12)Q(7, 12) l1,l2l_1,l_2l , l1 2 P,QP,QP ,Q Γ\GammaΓ FFF
l1l_1l1 FFF l2l_2l2 l1l_1l1 l2l_2l2

P(1,0)P(1,0)P (1, 0) a2=1a^2=1a =2 1 Q(7,12)Q(7,12)Q(7, 12) b2=3b^2=3b =2 3
Γ:x2−y23=1\Gamma:x^2-\frac{y^2}{3}=1Γ : x −2 =3

y2

1

kkk

l1:y=k(x−1)l_1:y=k(x-1)l :1 y = k(x − 1) l2:y−12=k(x−7)l_2:y-12=k(x-7)l :2 y − 12 = k(x − 7) l1:kx−y−k=0l_1:kx-y-k=0l :1 kx − y − k = 0
l2:kx−y+12−7k=0l_2:kx-y+12-7k=0l :2 kx − y + 12 − 7k = 0 F(2,0)F(2,0)F (2, 0) ∣k∣k2+1=∣12−5k∣k2+1\frac{|k|}{\sqrt{k^2+1}}=\frac{|12-5k|}{\sqrt{k^2+1}}=

k +12

∣k∣
k +12

∣12−5k∣ k=3k=3k = 3 k=2k=2k = 2
l1:3x−y−3=0l_1:3x-y-3=0l :1 3x − y − 3 = 0 l2:3x−y−9=0l_2:3x-y-9=0l :2 3x − y − 9 = 0 610=3105\frac{6}{\sqrt{10}}=\frac{3\sqrt{10}}{5}=

10
6

5
3 10

l1,l2l_1,l_2l , l1 2 FFF

P∈l1P\in l_1P ∈ l1 P′(3,0)∈l2P'(3,0)\in l_2P (3, 0) ∈′ l2 l2:3x−y−9=0l_2:3x-y-9=0l :2 3x − y − 9 = 0

zzz ∣∣z∣+z∣+z=i\bigl||z|+z\bigr|+z=\mathrm{i}∣z∣ + z + z = i z=z=z =

z=x+yi(x,y∈R)∣∣z∣+z∣+z=iz=x+yi(x,y\in\R)\\ ||z|+z|+z=iz = x + yi(x, y ∈ R)

∣∣z∣ + z∣ + z = i

y=1y=1y = 1 (∣z∣+x)2+y2+x=0\sqrt{(|z|+x)^2+y^2}+x=0+(∣z∣ + x) + y2 2 x = 0
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第 7 题

设  表示不超过实数  的最大整数，定义 。当  都是不超过  的正整数时，

 的最大值为 ______。

记

由 的对称性，不妨设 . 其中，当 时， .

讨论 . 设 ,则:

下面研究 的单调性:

(∣z∣+x)2+y2=−x(∣z∣+x)2+y2=x2∣z∣2+2∣z∣x+y2=0∣z∣2+2∣z∣x=−1∣z∣=x2+1x2+1+2xx2+1=−12xx2+1=−(x2+2)4x2(x2+1)=x4+4x2+43x4=4x2=233x=−633∴z=−633+i\sqrt{(|z|+x)^2+y^2}=-x\\ (|z|+x)^2+y^2=x^2\\ |z|^2+2|z|x+y^2=0\\ |z|^2+2|z|x=-1\\ |z|=\sqrt{x^2+1}\\ x^2+1+2x\sqrt{x^2+1}=-1\\ 2x\sqrt{x^2+1}=-(x^2+2)\\ 4x^2(x^2+1)=x^4+4x^2+4\\ 3x^4=4\\ x^2=\frac{2\sqrt{3}}{3}\\ x=-\frac{\sqrt{6\sqrt{3}}}{3}\\ \therefore z=-\frac{\sqrt{6\sqrt{3}}}{3}+i=(∣z∣ + x) + y2 2 −x

(∣z∣ + x) +2 y =2 x2

∣z∣ +2 2∣z∣x + y =2 0

∣z∣ +2 2∣z∣x = −1

∣z∣ = x + 12

x +2 1 + 2x =x + 12 −1

2x =x + 12 −(x +2 2)

4x (x +2 2 1) = x +4 4x +2 4

3x =4 4

x =2

3
2 3

x = −
3
6 3

∴ z = − +
3
6 3

i

[x][x][x] xxx {x}=x−[x]\{x\}=x-[x]{x} = x − [x] m,nm,nm,n 303030
{mn}+{nm}\left\{\dfrac{m}{n}\right\}+\left\{\dfrac{n}{m}\right\}+{
n

m} {
m

n }
S={mn}+{nm}S=\left\{\dfrac{m}{n}\right\}+\left\{\dfrac{n}{m}\right\}S = +{

n

m} {
m

n }
m,nm,nm,n m≥nm\ge nm ≥ n m=nm=nm = n S=0+0=0S=0+0=0S = 0 + 0 = 0

m>nm\gt nm > n m=kn+b,k∈N∗,b∈[0,n)m=kn+b,k\in \N^*,b\in[0,n)m = kn + b, k ∈ N , b ∈∗ [0,n)

S=bn+nkn+b≤bn+nn+bS=\frac{b}{n}+\frac{n}{kn+b}\\ \le \frac{b}{n}+\frac{n}{n+b}S = +
n

b

kn + b

n

≤ +
n

b

n + b

n

f(n,b)=bn+nn+bf(n,b)=\frac{b}{n}+\frac{n}{n+b}f(n, b) = +
n
b

n+b
n
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令

显然， 越大， 越大。我们想要求得 的最大值。

下面是一个不严谨的方法:

令 ，则 ，有:

这个方法的不严谨之处，在于带入了取等条件 ，但是结果确实是正确的.

上面得出的最大值，可以认为是在 时求得的。下面，我们只需要讨论 的情况。

此时一定有 ，即 ，否则 。与此同时，我们可以对 做出更强的估计:
.

我们怎么比较两种情况下 的大小?仍然运用对勾函数:

f(n,b)=bn+11+bn=1+bn+11+bn−11+bn>1∴b↑,f(n,b)↑f(n,b)=\frac{b}{n}+\frac{1}{1+\frac{b}{n}}\\ =1+\frac{b}{n}+\frac{1}{1+\frac{b}{n}}-1\\ 1+\frac{b}{n}\gt1\\ \therefore b\uparrow,f(n,b)\uparrowf(n, b) = +
n

b

1 +
n
b

1

= 1 + +
n

b
−

1 +
n
b

1
1

1 + >
n

b
1

∴ b ↑, f(n, b) ↑

S≤f(n,b)≤f(n,n−1)=2−1n+12−1nS\le f(n,b)\le f(n,n-1)=2-\frac1n+\frac{1}{2-\frac1n}S ≤ f(n, b) ≤ f(n,n − 1) = 2 − +
n

1
2 −

n
1

1

g(n)=2−1n+12−1n−12g(n)=2-\frac1n+\frac{1}{2-\frac1n}-\frac12g(n) = 2 − +
n
1 −2−

n
1

1
2
1

nnn g(n)g(n)g(n) nnn

m=2n−1≤30m=2n-1\le 30m = 2n − 1 ≤ 30 n≤15n\le15n ≤ 15

g(n)≤g(15)=1415+1529=631435g(n)\le g(15)=\frac{14}{15}+\frac{15}{29}=\frac{631}{435}g(n) ≤ g(15) = +
15
14

=
29
15

435
631

b=n−1,k=1b=n-1,k=1b = n − 1, k = 1

n≤15n\le15n ≤ 15 n≥16n\ge 16n ≥ 16

k=1k=1k = 1 S=f(b)S=f(b)S = f(b) m≥2n>30m\ge 2n\gt 30m ≥ 2n > 30 bbb
b≤30−n≤14b\le 30-n\le 14b ≤ 30 − n ≤ 14

S=f(n,b)≤f(n,30−n)=n30+30n−1≤1630+3016−1=815+78=169120S=f(n,b)\le f(n,30-n)=\frac{n}{30}+\frac{30}{n}-1\\ \le \frac{16}{30}+\frac{30}{16}-1\\ =\frac{8}{15}+\frac{7}{8}=\frac{169}{120}S = f(n, b) ≤ f(n, 30 − n) = +
30
n

−
n

30
1

≤ +
30
16

−
16
30

1

= +
15
8

=
8
7

120
169

nnn
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第 8 题

从一个正方体的  条棱中，随机选取  条，将它们染成红色，则事件“该正方体的  个面中，至少有一个面
恰含  条红色棱”发生的概率是 ______。

解析

直接统计“至少一个面”容易重复计数，因此先考虑反面事件：每个面都不恰含两条红棱。把其余  条棱染成
蓝色，则每个面必定是红棱占多数或蓝棱占多数，分别称为红色面、蓝色面。

先确定这些面如何分布。 六个面中必有至少三个同色面，不妨先考虑三个红色面。

如果这三个面不共顶点，它们中必有两个相对的面；第三个面分别与这两个面共一条棱。每个红色面至少含三
条红棱，而三个面之间至多有两条红棱被重复计算，因此红棱至少有

条，与总共只有六条红棱矛盾。

所以三个红色面必定共顶点，记这个顶点为 。这三个面共有三条公共棱，恰好就是从  出发的三条棱。要让
至少九次的红棱计数只对应六条红棱，这三条公共棱必须全部为红色，且每个红色面恰有三条红棱。

此时全部六条红棱都在这三个面上。设  是  的对顶点，则从  出发的三条棱都是蓝色。其余三个面各含其中
两条蓝棱，又不能恰含两条红棱，所以它们都是蓝色面。若最初选到三个蓝色面，交换两种颜色可得同样的结
论。

再数满足这种结构的染色。 去掉 、  处的六条棱后，剩下六条棱首尾相连，形成一个六边形环。每个红色面
在这个环上的两条棱必须一红一蓝，每个蓝色面也一样，因此环上的颜色只能红蓝交替。

选择一对对顶点 ，有  种方法；

确定哪一个顶点连接三条红棱，有  种方法；

剩余六边形环交替染色，有  种方法。

所以反面事件共有  种染色。每种染色的红色三面所共顶点唯一，因此没有重复计数。所求概
率为

S1+1=169120+1=815+158S2+1=631435+1=2915+1529∵158<2915∴S1<S2S_1+1=\frac{169}{120}+1=\frac{8}{15}+\frac{15}{8}\\ S_2+1=\frac{631}{435}+1=\frac{29}{15}+\frac{15}{29}\\ \because \frac{15}{8}\lt \frac{29}{15}\\ \therefore S_1\lt S_2S +1 1 = +
120
169

1 = +
15
8

8
15

S +2 1 = +
435
631

1 = +
15
29

29
15

∵ <
8
15

15
29

∴ S <1 S2

121212 666 666
222

666

3×3−2=73\times3-2=7 3 × 3 − 2 = 7

uuu uuu

vvv uuu vvv

uuu vvv

· {u,v}\{u,v\}{u, v} 444

· 222

· 222

4×2×2=164\times2\times2=164 × 2 × 2 = 16
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二、解答题

本大题共 3 小题，满分 56 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。

第 9 题（满分 16 分）

求最小的实数 ，使得存在实数  及正实数 ，满足

解析

两式中的对数底数不同，但有 。因此，用第一式加上第二式的两倍，就能消去 ：

右侧两项都是正数，且乘积恒为 。由基本不等式，

还需确认这个下界能够取到。等号成立当且仅当

代入第一式，取

此时第二式也成立。因此所求最小值为 。

1−16(126)=227231.\boxed{1-\frac{16}{\binom{12}{6}}=\frac{227}{231}}.
.1 − =

( 6
12)
16

231
227

CCC xxx yyy

{2x+log2y=C,2−x−log4y=2C.\begin{cases} 2^x+\log_2 y=C,\\ 2^{-x}-\log_4 y=2C. \end{cases}{2 + log y = C,x
2

2 − log y = 2C.−x
4

log2y=2log4y\log_2 y=2\log_4 ylog y =2 2 log y4 yyy

5C=2x+2⋅2−x.5C=2^x+2\cdot2^{-x}.5C = 2 +x 2 ⋅ 2 .−x

222

5C≥22x⋅2⋅2−x=22,C≥225.5C\ge2\sqrt{2^x\cdot2\cdot2^{-x}}=2\sqrt2, \qquad C\ge\frac{2\sqrt2}{5}.
5C ≥ 2 =2 ⋅ 2 ⋅ 2x −x 2 , C ≥2 .

5
2 2

2x=2⋅2−x,x=12.2^x=2\cdot2^{-x},\qquad x=\frac12.2 =x 2 ⋅ 2 , x =−x .
2
1

log2y=225−2=−325,y=2−32/5>0.\log_2 y=\frac{2\sqrt2}{5}-\sqrt2=-\frac{3\sqrt2}{5}, \qquad y=2^{-3\sqrt2/5}>0.
log y =2 −

5
2 2

=2 − , y =
5

3 2
2 >−3 /52 0.

225\boxed{\dfrac{2\sqrt2}{5}}

5
2 2
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第 10 题（满分 20 分）

在一个底面半径为 ，高为  的封闭圆柱形容器（容器壁厚度忽略不计）内部有两个半径为  的铁球。设容器
内还有若干个大小相同的小铜球与容器内表面及上述两个铁球都相切。求小铜球个数的最大可能值。

解析

先确定铁球的位置。 记圆柱中心为 ，轴线为 ，两个铁球的球心为 。圆柱底面半径和铁球半径都是 
，因此铁球的球心只能在轴线上，否则铁球就会伸出侧壁。

以圆柱底面为高度 ，两个球心的高度都在  内。它们又至少相距 ，所以只能分别位于高度  和 ，从而
。

再求小铜球的半径。 设其半径为 、球心为 。由于它与两个铁球都外切，

于是  在  的垂直平分面内，也就是圆柱的中间水平面。小铜球若与顶面或底面相切，就必须有 ，
这显然放不进底面半径为  的圆柱。因此它只能与侧壁相切，故 。

观察左图的轴截面， 。由勾股定理，

因此，所有小铜球的球心都在以  为圆心、半径  的同一个水平圆周上。

最后把空间问题转化为圆周上的排列问题。 右图表示中间水平面的截面。两个铜球不重叠，等价于它们的球心
距离至少为 。设两个相切铜球的球心对  所张的圆心角为 ，则

111 444 111

OOO ℓ\ellℓ A,BA,BA,B
111

000 [1,3][1,3][1, 3] 222 111 333
AO=BO=1AO=BO=1AO = BO = 1

rrr CCC

AC=BC=1+r.AC=BC=1+r. AC = BC = 1 + r.

CCC ABABAB r=2r=2r = 2
111 OC=1−rOC=1-rOC = 1 − r

AO⊥OCAO\perp OCAO ⊥ OC

12+(1−r)2=(1+r)2,r=14.1^2+(1-r)^2=(1+r)^2, \qquad r=\frac14.1 +2 (1 − r) =2 (1 + r) , r =2 .
4
1

OOO 34\frac34
4
3

2r=122r=\frac122r = 2
1 OOO 2θ2\theta2θ
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若放入  个铜球，按圆周顺序排列其球心，每两个相邻球心之间的圆周角间隔都至少为 。所有间隔之
和为 ，所以

接下来精确判断  介于哪两个角之间。因为 ，所以 。又由三倍角公式，

其中中间的不等式可平方验证： 。正弦在  上递增，因此 。另
一方面，利用  及 ，有

所以 ，最多只能放入九个小铜球。

这个上界能够实现：把九个球心等分放在半径  的圆周上，相邻圆心角为 ，各铜球互不重叠，并且都
与侧壁及两个铁球相切。因此答案为 。

第 11 题（满分 20 分）

称满足下述条件 (i) 和 (ii) 的实数列 （ ）是一个 -有趣数列：

(i) 对任意 ，都有 ；

(ii) 存在正整数 （ ），使得  成等比数列，且该等比
数列的公比 。

记  为使得 -有趣数列存在的最小正整数 。求  的值，并确定不同的 -有趣数列的个数。

解析

第一步：把等比子列的增长，转化为下标之间的距离。 记选出的十项为

按等比数列的通常定义，各项及公比均非零。又因 ，相邻两项的差  都非零，且

sinθ=r1−r=13,0<θ<π2.\sin\theta=\frac{r}{1-r}=\frac13, \qquad 0<\theta<\frac\pi2.sin θ = =
1 − r

r
, 0 <

3
1

θ < .
2
π

n≥2n\ge2n ≥ 2 2θ2\theta2θ
2π2\pi2π

n⋅2θ≤2π.n\cdot2\theta\le2\pi. n ⋅ 2θ ≤ 2π.

θ\thetaθ sinθ=13<12\sin\theta=\frac13<\frac12sin θ = <3
1

2
1 0<3θ<π20<3\theta<\frac\pi20 < 3θ < 2

π

sin3θ=3sinθ−4sin3θ=2327<32=sinπ3.\sin3\theta=3\sin\theta-4\sin^3\theta =\frac{23}{27}<\frac{\sqrt3}{2}=\sin\frac\pi3.
sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin θ =3 <

27
23

=
2
3

sin .
3
π

4⋅232=2116<2187=3⋅2724\cdot23^2=2116<2187=3\cdot27^24 ⋅ 23 =2 2116 < 2187 = 3 ⋅ 272 [0,π2][0,\frac\pi2][0, ]2
π θ<π9\theta<\frac\pi9θ < 9

π

sinθ<θ\sin\theta<\thetasin θ < θ π<103\pi<\frac{10}{3}π < 3
10

θ>13>π10.\theta>\frac13>\frac\pi{10}.θ > >
3
1

.
10
π

9<πθ<109<\frac\pi\theta<109 < <
θ
π 10

34\frac34
4
3 2π9>2θ\frac{2\pi}{9}>2\theta>9

2π 2θ
9\boxed{9}9

a1,a2,…,ama_1,a_2,\ldots,a_ma , a , … , a1 2 m m≥10m\ge 10m ≥ 10 mmm

k=1,2,…,m−1k=1,2,\ldots,m-1k = 1, 2, … ,m − 1 ∣ak+1−ak∣=1|a_{k+1}-a_k|=1∣a −k+1 a ∣ =k 1

i1,i2,…,i10i_1,i_2,\ldots,i_{10}i , i , … , i1 2 10 i1<i2<⋯<i10≤mi_1<i_2<\cdots<i_{10}\le mi <1 i <2 ⋯ < i ≤10 m ai1,ai2,…,ai10a_{i_1},a_{i_2},\ldots,a_{i_{10}}a , a , … , ai1 i2 i10

q≠±1q\ne\pm1q = ±1

m0m_0m0 mmm mmm m0m_0m0 m0m_0m0

bt=ait(t=1,2,…,10),bt+1=qbt.b_t=a_{i_t}\quad(t=1,2,\ldots,10), \qquad b_{t+1}=qb_t.b =t a (t =it 1, 2, … , 10), b =t+1 qb .t

q≠±1q\ne\pm1q = ±1 dt=bt+1−btd_t=b_{t+1}-b_td =t b −t+1 bt

dt+1=qdt(t=1,2,…,8).d_{t+1}=qd_t\quad(t=1,2,\ldots,8).d =t+1 qd (t =t 1, 2, … , 8).
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原数列每一步只增加或减少 ，所以任意两项之差都是整数。特别地，各  都是非零整数，从而 
是有理数。

如果 ，把整个数列倒过来，选出的等比子列公比就变为 ，有趣数列的条件仍然成立。因此求长度
下界时，不妨设 ，并写成最简分数

此时 。由

为整数，且分子、分母互素，可知  整除 ，于是  整除 。由于 ，有

另一方面，从第  项走到第  项，每步的变化量绝对值为 ，至少需要  步。即

把九段所需的步数相加，得到

数列  中，相邻两项相差 ，且包含等比子列 ，所以确实能取到这个长度。故 
。

第二步：逐一分析取等条件，数出所有最短数列。 仍先考虑 。当  时，上述不等式必须全部
取等，因此

由  得 ，所以 ，且所选下标只能是

每一段还必须满足“步数等于两端数值之差的绝对值”，这意味着该段只能一直增加 ，或一直减少 ，不能
折返。因此只要确定首项和公比，所选十项及其间的所有项就都唯一确定。

111 dtd_tdt q=d2/d1q=d_2/d_1q = d /d2 1

∣q∣<1|q|<1∣q∣ < 1 1/q1/q1/q
∣q∣>1|q|>1∣q∣ > 1

q=sr,r∈Z>0,s∈Z∖{0},gcd(∣s∣,r)=1.q=\frac sr,\qquad r\in\mathbb Z_{>0},\quad s\in\mathbb Z\setminus\{0\},\quad \gcd(|s|,r)=1.q = , r ∈
r

s Z , s ∈>0 Z ∖ {0}, gcd(∣s∣, r) = 1.

∣s∣≥2|s|\ge2∣s∣ ≥ 2

dt=d1st−1rt−1d_t=d_1\frac{s^{t-1}}{r^{t-1}}
d =t d1

rt−1

st−1

rt−1r^{t-1}rt−1 d1d_1d1 st−1s^{t-1}st−1 dtd_tdt dt≠0d_t\ne0d =t  0

∣dt∣≥∣s∣t−1≥2t−1.|d_t|\ge|s|^{t-1}\ge2^{t-1}.∣d ∣ ≥t ∣s∣ ≥t−1 2 .t−1

iti_tit it+1i_{t+1}it+1 111 ∣dt∣|d_t|∣d ∣t

it+1−it≥∣ait+1−ait∣=∣dt∣≥2t−1.i_{t+1}-i_t \ge|a_{i_{t+1}}-a_{i_t}| =|d_t|\ge2^{t-1}.i −t+1 i ≥t ∣a −it+1 a ∣ =it ∣d ∣ ≥t 2 .t−1

m≥i10=i1+∑t=19(it+1−it)≥1+∑t=192t−1=512.m\ge i_{10} =i_1+\sum_{t=1}^{9}(i_{t+1}-i_t) \ge1+\sum_{t=1}^{9}2^{t-1} =512.
m ≥ i =10 i +1 (i −

t=1

∑
9

t+1 i ) ≥t 1 + 2 =
t=1

∑
9

t−1 512.

1,2,…,5121,2,\ldots,5121, 2, … , 512 111 1,2,4,…,5121,2,4,\ldots,5121, 2, 4, … , 512
m0=512\boxed{m_0=512}m = 5120

∣q∣>1|q|>1∣q∣ > 1 m=512m=512m = 512

∣s∣=2,i1=1,it+1−it=2t−1.|s|=2,\qquad i_1=1,\qquad i_{t+1}-i_t=2^{t-1}.∣s∣ = 2, i =1 1, i −t+1 i =t 2 .t−1

∣s∣>r|s|>r∣s∣ > r r=1r=1r = 1 q=±2q=\pm2q = ±2

i1,i2,…,i10=1,2,4,…,512.i_1,i_2,\ldots,i_{10}=1,2,4,\ldots,512.i , i , … , i =1 2 10 1, 2, 4, … , 512.

111 111
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由于 ，而 ，所以

当  时， ，得到  和  两个数列。

当  时， 。所选十项依次为 ，再在相邻选定项之间按步长  单调
连接，各得到一个数列。

例如， 、  时，前八项为

其中下标  处的数值正好是 。一般地，两相邻选定项相差的绝对值正好是 ，与下标
之差相同，所以这种连接确实满足条件。

这样，  的情况共有四个数列。将它们分别倒序，又得到  的四个数列；反过来，任何 
的最短数列倒序后都属于前四种，因此没有遗漏。

前四个数列的首项分别为 ，倒序后四个数列的首项分别为 。八个首项互不相同，因此八
个数列也互不相同。

综上， ，不同的 -有趣数列共有  个。

a2=qa1a_2=qa_1a =2 qa1 ∣a2−a1∣=1|a_2-a_1|=1∣a −2 a ∣ =1 1

∣(q−1)a1∣=1.|(q-1)a_1|=1. ∣(q − 1)a ∣ =1 1.

· q=2q=2q = 2 a1=±1a_1=\pm1a =1 ±1 ak=ka_k=ka =k k ak=−ka_k=-ka =k −k

· q=−2q=-2q = −2 a1=±13a_1=\pm\frac13a =1 ± 3
1 a2t−1=a1(−2)t−1a_{2^{t-1}}=a_1(-2)^{t-1}a =2t−1 a (−2)1

t−1 111

a1=13a_1=\frac13a =1 3
1 q=−2q=-2q = −2

13, −23, 13, 43, 13, −23, −53, −83.\frac13,\ -\frac23,\ \frac13,\ \frac43,\ \frac13,\ -\frac23,\ -\frac53,\ -\frac83., − , , , , − , − , − .
3
1

3
2

3
1

3
4

3
1

3
2

3
5

3
8

1,2,4,81,2,4,81, 2, 4, 8 13,−23,43,−83\frac13,-\frac23,\frac43,-\frac83, − , , −3
1

3
2

3
4

3
8 2t−12^{t-1}2t−1

∣q∣>1|q|>1∣q∣ > 1 ∣q∣<1|q|<1∣q∣ < 1 ∣q∣<1|q|<1∣q∣ < 1

±1,±13\pm1,\pm\frac13±1, ± 3
1 ±512,±5123\pm512,\pm\frac{512}{3}±512, ± 3

512

m0=512\boxed{m_0=512}m = 5120 m0m_0m0 8\boxed{8}8
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