
2025北京重点校高三上期中数学汇编：利用导数
研究函数的性质（人教B版）
整理2025年北京重点校高三上学期期中数学试题中利用导数研究函数性质的36道题，涵盖单调性、
极值、零点、切线与参数范围，仅收录题目。

2026年8月23日· 数学 · 北京高考 · 高三期中 · 导数 · 函数性质

题目来源：菁师帮试卷 190953
本文仅整理题目，不含答案与解析。

本文共整理 36 道题，包括 7 道单选题、5 道填空题和 24 道解答题。

单选题

1.

(2025 北京第五十五中学高三上期中)已知函数  在  处取到最小值,且在区
间  上存在极大值,  的最小整数解是( )

A. 2

B. 8

C. 10

D. 14

解答:

由极小值点为 :

然后考虑极大值点在区间上的存在性:

\frac\pi6\omega+\frac\pi6\gt\frac\pi2\\ \omega\gt2\\ k=-1,\omega_\min=8

数
学

f(x)=sin(ωx+π6)(ω>0)f(x)=\sin\left(\omega x+\frac{\pi}{6}\right)(\omega>0)f(x) = sin ωx + (ω >( 6
π ) 0) −π3-\frac{\pi}{3}− 3

π

(0,π6)\left(0,\frac{\pi}{6}\right)0,( 6
π ) ω\omegaω

−π3-\frac\pi3− 3
π

−π3ω+π6=−π2+2kπ,k∈Zω=2−6k,k∈Z-\frac\pi{3}\omega+\frac\pi6=-\frac\pi2+2k\pi,k\in\Z\\ \omega=2-6k,k\in\Z− ω +
3
π

=
6
π

− +
2
π

2kπ, k ∈ Z

ω = 2 − 6k, k ∈ Z
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正确答案:B

2.

(2025 北京顺义牛栏山第一中学高三上期中) 已知函数 ，则下列结论中正确结论的
个数为（　　）

① 存在正数 ，使  在定义域内单调递减；

② 当  时，函数  有唯一零点；

③ 若  存在两个零点 ，且 ，则 。

A. 0

B. 1

C. 2

D. 3

对于①,取 ,则:

对于②,我们结合图像,做出左右切线:

仅有 这一个交点

对于③,不妨设 易知 ,分类:

f(x)=∣ln(x+1)∣−kxf(x)=|\ln(x+1)|-kxf(x) = ∣ ln(x + 1)∣ − kx

kkk f(x)f(x)f(x)

−1≤k≤0-1\leq k\leq 0−1 ≤ k ≤ 0 f(x)f(x)f(x)

f(x)f(x)f(x) x1,x2x_1,x_2x ,x1 2 ∣x1−x2∣>2|x_1-x_2|>2∣x −1 x ∣ >2 2 k∈(0,ln32)k\in\left(0,\frac{\ln 3}{2}\right)k ∈ 0,( 2
ln 3 )

k=1k=1k = 1

x∈(−1,0),f(x)=−ln(x+1)−x↓x∈(0,+∞),f(x)=ln(x+1)−xf′(x)=1x+1−1<f′(0)=0x∈(0,+∞),f(x)↓x\in(-1,0),f(x)=-\ln(x+1)-x\downarrow\\ x\in(0,+\infty),f(x)=\ln(x+1)-x\\ f'(x)=\frac{1}{x+1}-1\lt f'(0)=0\\ x\in(0,+\infty),f(x)\downarrowx ∈ (−1, 0), f(x) = − ln(x + 1) − x ↓

x ∈ (0, +∞), f(x) = ln(x + 1) − x

f (x) =′ −
x + 1

1
1 < f (0) =′ 0

x ∈ (0, +∞), f(x) ↓

{y=kx,k∈[−1,0]y=∣ln(x+1)∣\begin{cases}y=kx,k\in[-1,0]\\ y=|\ln(x+1)|\end{cases}{y = kx, k ∈ [−1, 0]
y = ∣ ln(x + 1)∣

(0,0)(0,0)(0, 0)

x1<x2x_1\lt x_2x <1 x2 k∈(−∞,−1)∪(0,+∞)k\in(-\infty,-1)\cup(0,+\infty)k ∈ (−∞, −1) ∪ (0, +∞)
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正确答案:D

3.

(2025 北京第一六六中学高三上期中)已知函数 和 在实数集上的图象均为一条连续不断的曲线,且满足:
,都有 . 命题 :若函数 在实数集上单调递增,则函数

不是减函数; 命题 :若函数 在实数集上无最大值,则函数 无最大值. 则下列判断
正确的是( )

A. 和 都是真命题

B. 和 都是假命题

C. 是真命题, 是假命题

D. 是假命题, 是真命题

对于命题 ,不严谨的证明是:

k∈(−∞,−1),x2=0,x1∈(−1,0)∣x2−x1∣∈(0,1)k∈(0,+∞),x1=0,ln(x2+1)=kx2k=ln(x2+1)x2g(x)=ln(x+1)x,x>0g′(x)=xx+1−ln(x+1)x2<0∣x2−x1∣=x2>2,k=g(x2)<g(2)=ln32∴k∈(0,ln32)k\in(-\infty,-1),x_2=0,x_1\in(-1,0)\\ |x_2-x_1|\in(0,1)\\ k\in(0,+\infty),x_1=0,\ln(x_2+1)=kx_2\\ k=\frac{\ln(x_2+1)}{x_2}\\ g(x)=\frac{\ln(x+1)}{x},x\gt0\\ g'(x)=\frac{\frac{x}{x+1}-\ln(x+1)}{x^2}\lt0\\ |x_2-x_1|=x_2\gt2,k=g(x_2)\lt g(2)=\frac{\ln3}2\\ \therefore k\in(0,\frac{\ln3}{2})k ∈ (−∞, −1),x =2 0,x ∈1 (−1, 0)

∣x −2 x ∣ ∈1 (0, 1)

k ∈ (0, +∞),x =1 0, ln(x +2 1) = kx2

k =
x2

ln(x + 1)2

g(x) = ,x >
x

ln(x + 1)
0

g (x) =′ <
x2

− ln(x + 1)
x+1
x

0

∣x −2 x ∣ =1 x >2 2, k = g(x ) <2 g(2) =
2

ln 3

∴ k ∈ (0, )
2

ln 3

f(x)f(x)f(x) g(x)g(x)g(x)
∀x1、x2∈R\forall x_1、x_2\in \mathbf{R}∀x 、x ∈1 2 R ∣f(x1)−f(x2)∣≥∣g(x1)−g(x2)∣|f(x_1)-f(x_2)|\geq|g(x_1)-g(x_2)|∣f(x ) −1 f(x )∣ ≥2 ∣g(x ) −1 g(x )∣2 ppp f(x)f(x)f(x)
h(x)=f(x)−g(x)h(x)=f(x)-g(x)h(x) = f(x) − g(x) qqq f(x)f(x)f(x) g(x)g(x)g(x)

ppp qqq

ppp qqq

ppp qqq

ppp qqq

ppp
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这样可以不完备地说明 不减.

注意,可导函数一定连续,连续函数不一定可导. 以上的证明方法默认了 均可导.

严谨的书写如下:

对于命题 ,可以构造反例:

显然这样的构造符合题干要求,推翻了命题 .

正确答案:C

4.

(2025 北京朝阳高三上期中)若函数  在区间  上是单调函数,则实数  的取值范围是( )

∣f(x1)−f(x2)x1−x2∣≥∣g(x1)−g(x2)x1−x2∣limx2→x1∣f(x1)−f(x2)x1−x2∣≥limx2→x1∣g(x1)−g(x2)x1−x2∣∣f′(x1)∣≥∣g′(x1)∣f′(x)≥0,f′(x)≥∣g′(x)∣h′(x)=f′(x)−g′(x)≥f′(x)−∣g′(x)∣≥0|\frac{f(x_1)-f(x_2)}{x_1-x_2}|\geq|\frac{g(x_1)-g(x_2)}{x_1-x_2}|\\ \lim_{x_2\to x_1}|\frac{f(x_1)-f(x_2)}{x_1-x_2}|\geq \lim_{x_2\to x_1}|\frac{g(x_1)-g(x_2)}{x_1-x_2}|\\ |f'(x_1)|\ge |g'(x_1)|\\f'(x)\ge 0,f'(x)\ge |g'(x)|\\ h'(x)=f'(x)-g'(x)\\ \ge f'(x)-|g'(x)|\ge0∣ ∣ ≥
x − x1 2

f(x ) − f(x )1 2 ∣ ∣
x − x1 2

g(x ) − g(x )1 2

∣ ∣ ≥
x →x2 1
lim

x − x1 2

f(x ) − f(x )1 2 ∣ ∣
x →x2 1
lim

x − x1 2

g(x ) − g(x )1 2

∣f (x )∣ ≥′
1 ∣g (x )∣′

1

f (x) ≥′ 0, f (x) ≥′ ∣g (x)∣′

h (x) =′ f (x) −′ g (x)′

≥ f (x) −′ ∣g (x)∣ ≥′ 0

h(x)h(x)h(x)

f(x),g(x)f(x),g(x)f(x), g(x)

x1<x2,f(x1)−f(x2)<0h(x1)−h(x2)=f(x1)−f(x2)−[g(x1)−g(x2)]=−∣f(x1)−f(x2)∣−[g(x1)−g(x2)]≤−∣f(x1)−f(x2)∣+∣g(x1)−g(x2)∣≤0x_1\lt x_2,f(x_1)-f(x_2)\lt 0\\ h(x_1)-h(x_2)\\ =f(x_1)-f(x_2)-[g(x_1)-g(x_2)]\\ =-|f(x_1)-f(x_2)|-[g(x_1)-g(x_2)]\\ \le -|f(x_1)-f(x_2)|+|g(x_1)-g(x_2)|\le0x <1 x , f(x ) −2 1 f(x ) <2 0

h(x ) −1 h(x )2

= f(x ) −1 f(x ) −2 [g(x ) −1 g(x )]2

= −∣f(x ) −1 f(x )∣ −2 [g(x ) −1 g(x )]2

≤ −∣f(x ) −1 f(x )∣ +2 ∣g(x ) −1 g(x )∣ ≤2 0

qqq

f(x)=exg(x)={ex,x∈(−∞,0],x+1,x∈(0,1)−x+3,x∈[1,+∞)f(x)=e^x\\ g(x)=\begin{cases}e^x,x\in(-\infty,0],\\ x+1,x\in(0,1)\\ -x+3,x\in[1,+\infty)\end{cases}f(x) = ex

g(x) = ⎩⎨
⎧e ,x ∈ (−∞, 0],x

x + 1,x ∈ (0, 1)
−x + 3,x ∈ [1, +∞)

qqq

f(x)=x+ax2f(x)=x+\frac{a}{x^2}f(x) = x +
x2
a [1,2][1,2][1, 2] aaa
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A.

B.

C.

D.

要求导函数 无变号零点:

正确答案:A

5.

(2025 北京第五中学高三上期中)下列函数中,在其定义域内既是奇函数,又是减函数的是( )

A.

B.

C.

D.

正确答案:C

6.

(2025 北京汇文中学高三上期中)对于函数 ,若存在实数 ,使 ,其中 ,则称 

 为“可移  倒数函数”,  为“  的可移  倒数点”. 设 ,若函数  恰有

3 个“可移 1 倒数点”,则  的取值范围( )

A.

B.

C.

D.

(−∞,12]∪[4,+∞)\left(-\infty, \frac{1}{2}\right] \cup [4, +\infty)−∞, ∪( 2
1 ] [4, +∞)

(−∞,0]∪[8,+∞)(-\infty, 0] \cup [8, +\infty)(−∞, 0] ∪ [8, +∞)

(−∞,0]∪[4,+∞)(-\infty, 0] \cup [4, +\infty)(−∞, 0] ∪ [4, +∞)

[0,12]∪[8,+∞)\left[0, \frac{1}{2}\right] \cup [8, +\infty)0, ∪[ 2
1 ] [8, +∞)

f′(x)=1−2ax3f'(x)=1-\frac{2a}{x^3}f (x) =′ 1 −
x3
2a

f′(x)=1x3(x3−2a),x∈[1,2]2a∈(−∞,1]∪[8,+∞)a∈(−∞,12]∪[4,+∞)f'(x)=\frac1{x^3}(x^3-2a),x\in[1,2]\\ 2a\in (-\infty,1]\cup[8,+\infty)\\ a\in(-\infty,\frac12]\cup[4,+\infty)f (x) =′ (x −
x3

1 3 2a),x ∈ [1, 2]

2a ∈ (−∞, 1] ∪ [8, +∞)

a ∈ (−∞, ] ∪
2
1

[4, +∞)

f(x)=1xf(x)=\frac{1}{x}f(x) =
x
1

f(x)=−xf(x)=\sqrt{-x}f(x) = −x

f(x)=2−x−2xf(x)=2^{-x}-2^xf(x) = 2 −−x 2x

f(x)=log12∣x∣f(x)=\log_{\frac{1}{2}}|x|f(x) = log ∣x∣
2
1

f(x)f(x)f(x) x0x_0x0 f(x0)f(x0+λ)=1f(x_0)f(x_0+\lambda)=1f(x )f(x +0 0 λ) = 1 λ≠0\lambda\neq 0λ = 0
f(x)f(x)
f(x)

λ\lambda
λ

x0x_0
x0

f(x)f(x)
f(x)

λ\lambda
λ

f(x)={ex,x>01x+a,x<0f(x)=\begin{cases} e^x, & x>0 \\ \frac{1}{x+a}, & x<0 \end{cases}
f(x) = {e ,x

,
x+a

1

x > 0
x < 0

f(x)f(x)
f(x)

aaa

(2,e)(2,e)(2, e)

(2,+∞)(2,+\infty)(2, +∞)

(−1,2)(-1,2)(−1, 2)

(1+52,e)\left(\frac{1+\sqrt{5}}{2},e\right), e( 2
1+ 5 )
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函数  恰有 3 个“可移 1 倒数点”,等价于 恰有三个零点,下面按照"易中天"的
顺序思考:

我们接下来为 的三个零点划定归属:

对于 ,对应图像中 与 相切,即 ,切点 ,与
矛盾

对应 ,对应图像中 ,接下来考虑二次函数零点个数的约束:

对于 ,有:

对于 ,有:

f(x)f(x)f(x) g(x)=f(x)f(x+1)−1g(x)=f(x)f(x+1)-1g(x) = f(x)f(x + 1) − 1

x∈(0,+∞),g(x)=ex⋅ex+1−1>e−1>0x∈(−1,0),g(x)=ex+1x+a−1=0ex+1=x+a>0x∈(−∞,−1),g(x)=1(x+a)(x+a+1)−1=0(x+a)(x+a+1)=1x\in(0,+\infty),g(x)=e^x\cdot e^{x+1}-1\gt e-1\gt0\\ x\in(-1,0),g(x)=\frac{e^{x+1}}{x+a}-1=0\\ e^{x+1}=x+a\gt0\\ x\in(-\infty,-1),g(x)=\frac{1}{(x+a)(x+a+1)}-1=0\\ (x+a)(x+a+1)=1x ∈ (0, +∞), g(x) = e ⋅x e −x+1 1 > e − 1 > 0

x ∈ (−1, 0), g(x) = −
x + a

ex+1

1 = 0

e =x+1 x + a > 0

x ∈ (−∞, −1), g(x) = −
(x + a)(x + a + 1)

1
1 = 0

(x + a)(x + a + 1) = 1

g(x)g(x)g(x)

· x1<x2<−1<x3<0x_1\lt x_2\lt -1\lt x_3\lt 0x <1 x <2 −1 < x <3 0

· x1<−1<x2<x3<0x_1\lt -1\lt x_2\lt x_3\lt0x <1 −1 < x <2 x <3 0

x1<x2<−1<x3<0x_1\lt x_2\lt -1\lt x_3\lt 0x <1 x <2 −1 < x <3 0 y=x+ay=x+ay = x + a y=ex+1y=e^{x+1}y = ex+1 a=2a=2a = 2 (−1,1)(-1,1)(−1, 1) x3>−1x_3\gt-1x >3 −1

x1<−1<x2<x3<0x_1\lt -1\lt x_2\lt x_3\lt0x <1 −1 < x <2 x <3 0 a∈(2,e)a\in(2,e)a ∈ (2, e)

x2+(2a+1)x+(a2+a−1)=0Δ=(2a+1)2−4(a2+a−1)=4a+5>0x1,2=−(2a+1)±4a+52{x1=−(2a+1)−4a+52<−1,x2=−(2a+1)+4a+52≥−1x^2+(2a+1)x+(a^2+a-1)=0\\ \Delta=(2a+1)^2-4(a^2+a-1)\\ =4a+5\gt0\\ x_{1,2}=\frac{-(2a+1)\pm\sqrt{4a+5}}{2}\\ \begin{cases}x_1=\frac{-(2a+1)-\sqrt{4a+5}}{2}\lt-1,\\ x_2=\frac{-(2a+1)+\sqrt{4a+5}}{2}\ge-1\end{cases}x +2 (2a + 1)x + (a +2 a − 1) = 0

Δ = (2a + 1) −2 4(a +2 a − 1)

= 4a + 5 > 0

x =1,2 2
−(2a + 1) ± 4a + 5

{x = < −1,1 2
−(2a+1)− 4a+5

x = ≥ −12 2
−(2a+1)+ 4a+5

x1x_1x1

x1<−a<−1x_1\lt -a\lt-1 x <1 −a < −1

x2x_2x2
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综上,有:

正确答案:A

7.

(2025 北京第一七一中学高三上期中)已知 , ,其中  是常

数,则( )

A. 存在实数 ,使得对任意实数 ,函数  都有零点

B. 存在实数 ,使得对任意实数 ,函数  至少有 2 个零点

C. 对于任意实数 ,存在实数 ,使得函数  恰有 2 个零点

D. 对于任意实数 ,存在实数 ,使得函数  恰有 3 个零点

对 的符号进行分类,可以确定抛物线的开口方向和单调性,或退化情况:

−(2a+1)+4a+5≥−24a+5≥2a−1≥3>04a+5≥4a2−4a+14a2−8a−4≤04(a−1)2−8≤0∣a−1∣≤2a∈[−1,3]-(2a+1)+\sqrt{4a+5}\ge -2\\ \sqrt{4a+5}\ge 2a-1\ge 3\gt0\\ 4a+5\ge 4a^2-4a+1\\ 4a^2-8a-4\le0\\ 4(a-1)^2-8\le0\\ |a-1|\le 2\\ a\in[-1,3]−(2a + 1) + ≥4a + 5 −2

≥4a + 5 2a − 1 ≥ 3 > 0

4a + 5 ≥ 4a −2 4a + 1

4a −2 8a − 4 ≤ 0

4(a − 1) −2 8 ≤ 0

∣a − 1∣ ≤ 2

a ∈ [−1, 3]

a∈(2,e)a\in(2,e)a ∈ (2, e)

f(x)={xex,x≤0kx2−x,x>0f(x)=\begin{cases} xe^x, & x\leq 0 \\ kx^2 - x, & x>0 \end{cases}
f(x) = {xe ,x

kx − x,2

x ≤ 0
x > 0

g(x)=f(x)−mg(x)=f(x)-m
g(x) = f(x) − m

k,mk,m
k,m

kkk mmm g(x)g(x)g(x)

mmm kkk g(x)g(x)g(x)

mmm kkk g(x)g(x)g(x)

kkk mmm g(x)g(x)g(x)

kkk
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此时,我们可以知难而退, 时顶点处函数值与 的大小关系还会影响分类,这样过于复杂. 我们直接从选项
入手.

A:要使对于任意实数m, 都有零点,要求 值域为 ,这表明 ,否则 .

若 ,则 有最小值,取足够小的 就可以让 . 所以A不正确

B:取 ,可以使得 在 上恰有两个零点,符合B. B正确

C:取 ,根据二次函数的图像, 有且仅有一个零点,所以C不正确.

D:取一个极特殊的 ,使得抛物线顶点处函数值 等于 ,即可让 可能的零点数目为 ,D不正
确.

正确答案:B

填空题

8.

(2025 北京顺义第一中学高三上期中)已知函数 ,若  为单调递增函数,则实数  的
范围为______,若  恒成立,则实数  的范围______。

x0=12kk=0,m∈(0,+∞),g(x)没有零点m=0,g(x)有唯一零点m∈(−1e,0),g(x)有且仅有三个零点m=−1e,g(x)恰有两个零点m∈(−∞,−1e),g(x)恰有一个零点k<0,x0<0,同k=0x_0=\frac1{2k}\\ k=0,m\in(0,+\infty),g(x)\text{没有零点}\\ m=0,g(x)\text{有唯一零点}\\ m\in(-\frac1e,0),g(x)\text{有且仅有三个零点}\\ m=-\frac1e,g(x)\text{恰有两个零点}\\ m\in(-\infty,-\frac1e),g(x)\text{恰有一个零点}\\k\lt 0,x_0\lt 0,\text{同k=0}x =0 2k
1

k = 0,m ∈ (0, +∞), g(x)没有零点

m = 0, g(x)有唯一零点

m ∈ (− , 0), g(x)有且仅有三个零点
e

1

m = − , g(x)恰有两个零点
e

1

m ∈ (−∞, − ), g(x)恰有一个零点
e

1

k < 0,x <0 0,同k=0

k>0k\gt0k > 0 −1e-\frac1e−
e
1

g(x)g(x)g(x) f(x)f(x)f(x) R\RR k>0k\gt 0k > 0 f(x)≤0f(x)\le0f(x) ≤ 0

k>0k\gt0k > 0 f(x)f(x)f(x) mmm g(x)>0g(x)\gt0g(x) > 0

m∈(−1e,0)m\in(-\frac1e,0)m ∈ (− , 0)
e
1 g(x)g(x)g(x) (−∞,0)(-\infty,0)(−∞, 0)

m∈(0,+∞)m\in(0,+\infty)m ∈ (0, +∞) g(x)g(x)g(x)

k>0k\gt0k > 0 −14k-\frac1{4k}− 4k
1 −1e-\frac1e−

e
1 g(x)g(x)g(x) 0,1,2,40,1,2,40, 1, 2, 4

f(x)=x+ax(x>0)f(x)=x+\frac{a}{x}(x>0)f(x) = x + (x >
x
a 0) f(x)f(x)f(x) aaa

f(x)≥3f(x)\geq 3f(x) ≥ 3 aaa
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综上,

对于第二个空,如果 ,不符合题意.

如果 ,有 .

综上,

9.

(2025 北京海淀高三上期中) 某社区内有一扇形草坪如图，扇形的半径  为 60 米， 。甲从圆

心  出发，沿  以每秒 1 米的速度向  慢走；同时乙从  出发，沿  以每秒  米的速度向  慢跑。
经过  秒，甲、乙所在位置分别为 ，记  的长度为  米。给出下列四个结论：

① 当  时， ；

② 函数  在区间  上单调递增；

③ 方程  在区间  上恰有一个根；

④ 若函数  在  处取得最小值，则 。

其中所有正确结论的序号是______。

①:

f(x)为单调递增函数⟺f′(x)≥0f′(x)=1−ax2≥0a≤0,f′(x)≥1>0a>0,x∈(0,a),f′(x)<0f(x)\text{为单调递增函数}\Longleftrightarrow f'(x)\ge0\\ f'(x)=1-\frac{a}{x^2}\ge0\\ a\le 0,f'(x)\ge1\gt0\\ a\gt 0,x\in(0,\sqrt{a}),f'(x)\lt0f(x)为单调递增函数⟺ f (x) ≥′ 0

f (x) =′ 1 − ≥
x2

a
0

a ≤ 0, f (x) ≥′ 1 > 0

a > 0,x ∈ (0, ), f (x) <a ′ 0

a∈(−∞,0]a\in(-\infty,0]a ∈ (−∞, 0]

a≤0,f(1)=1+a<3a\le0,f(1)=1+a\lt3a ≤ 0, f(1) = 1 + a < 3

a>0,minx>0f(x)=2a≥3a\gt0,\min_{x\gt0}f(x)=2\sqrt{a}\ge3a > 0, min f(x) =x>0 2 ≥a 3 a≥94a\ge\frac94a ≥ 4
9

a∈[94,+∞)a\in[\frac94,+\infty)a ∈ [ , +∞)4
9

OAOAOA ∠AOB=2π3\angle AOB=\frac{2\pi}{3}∠AOB = 3
2π

OOO OAOAOA AAA AAA AB⌢\overset{\frown}{AB}AB
⌢

2π3\frac{2\pi}{3}
3

2π BBB
t (0≤t≤60)t\,(0\leq t\leq 60)t (0 ≤ t ≤ 60) M,NM,NM ,N MNMNMN f(t)f(t)f(t)

t=30t=30t = 30 MN⊥OAMN\perp OAMN ⊥ OA

y=f(t)y=f(t)y = f(t) (30,45)(30,45)(30, 45)

f(t)=60f(t)=60f(t) = 60 (45,60)(45,60)(45, 60)

f(t)f(t)f(t) t=t0t=t_0t = t0 t0∈(0,30)t_0\in(0,30)t ∈0 (0, 30)
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②:

在 中使用余弦定理:

事实上,从几何直观上看, , 的横纵间距都在增大.

但是代数法自有强大之处:对于 ,我们同样可以得到 的单调性. 但是由于 纵坐标在
上单减,难以继续沿用几何法. 

③:

沿用②的拓展结论, ,那么:

④:

MN⊥OA⟺Rcos∠MON=OM60cos2π3⋅60t=t,t∈[0,60]t=30MN\perp OA\Longleftrightarrow R\cos\angle MON=OM\\ 60\cos\frac{2\pi}{3\cdot 60}t=t,t\in[0,60]\\ t=30MN ⊥ OA ⟺ R cos ∠MON = OM

60 cos t =
3 ⋅ 60

2π
t, t ∈ [0, 60]

t = 30

△MON\triangle MON△MON

f(t)=R2+OM2−2R⋅OM⋅cos∠MON=602+(t)2−2(60)(t)cosπ90t=602+t2−120tcosπ90tf(t)=\sqrt{R^2+OM^2-2R\cdot OM\cdot \cos\angle MON}\\ =\sqrt{60^2+(t)^2-2(60)(t)\cos\frac{\pi}{90}t}\\ =\sqrt{60^2+t^2-120t\cos\frac{\pi}{90}t}f(t) = R + OM − 2R ⋅ OM ⋅ cos ∠MON2 2

= 60 + (t) − 2(60)(t) cos t2 2
90
π

= 60 + t − 120t cos t2 2
90
π

(tcosπ90t)′=cosπ90t−tπ90sinπ90t<cosπ3−sinπ3<0,(t2)′=2t>0,f′(t)=12602+t2−120tcosπ90t[(t2)′−120(tcosπ90t)′]>0,t∈(30,45)(t\cos\frac\pi{90}t)'=\cos\frac\pi{90}t-t\frac\pi{90}\sin\frac\pi{90}t\lt \cos\frac\pi3-\sin\frac\pi3\lt0,\\ (t^2)'=2t\gt0,\\ f'(t)=\frac{1}{2\sqrt{60^2+t^2-120t\cos\frac{\pi}{90}t}}[(t^2)'-120(t\cos\frac\pi{90}t)']\gt0,t\in(30,45)(t cos t) =
90
π ′ cos t −

90
π

t sin t <
90
π

90
π

cos −
3
π

sin <
3
π

0,

(t ) =2 ′ 2t > 0,

f (t) =′ [(t ) −
2 60 + t − 120t cos t2 2

90
π

1 2 ′ 120(t cos t) ] >
90
π ′ 0, t ∈ (30, 45)

t∈(30,45),t↑t\in(30,45),t\uparrowt ∈ (30, 45), t ↑ M,NM,NM ,N

t∈[30,60]t\in[30,60]t ∈ [30, 60] f(t)f(t)f(t) M,NM,NM ,N
t∈[45,60]t\in[45,60]t ∈ [45, 60]

t∈[30,60],π90t∈[π3,2π3],(tcosπ90t)′=cosπ90t−tπ90sinπ90t<cosπ3−sinπ3<0t\in[30,60],\frac\pi{90}t\in[\frac\pi3,\frac{2\pi}{3}],(t\cos\frac\pi{90}t)'=\cos\frac\pi{90}t-t\frac\pi{90}\sin\frac\pi{90}t\lt \cos\frac\pi3-\sin\frac\pi3\lt0t ∈ [30, 60], t ∈
90
π

[ , ], (t cos t) =
3
π

3
2π

90
π ′ cos t −

90
π

t sin t <
90
π

90
π

cos −
3
π

sin <
3
π

0

f(45)=602+452=75f(45)=\sqrt{60^2+45^2}=75f(45) = =60 + 452 2 75

t∈[45,60],f(t)≥f(45)>60f(t)=60无解t\in[45,60],f(t)\ge f(45)\gt 60\\ f(t)=60\text{无解}t ∈ [45, 60], f(t) ≥ f(45) > 60

f(t) = 60无解
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那么,只需要考虑 ,在这个闭区间里,最小值要么出自于端点,要么出自于内部的极小值点.

所以,

正确答案:①②④

反思:返璞归真的代数法,反而快于几何法,因为减少了不同方法的切换overhead.

10.

(2025 北京东直门中学高三上期中) 写出一个满足条件①②③的函数 ______。

①  的定义域为 ；

②  的值域为 ；

③  为  的极值点。

例:

11.

(2025 北京第一零一中学高三上期中) 已知函数 ，给出下列四个结论：

① 函数  的图象关于原点中心对称；

② 存在 ，使得 ；

③ 函数  的图象与函数  的图象没有公共点；

④ 函数  的极值点个数为 3。

t∈[30,60],f(t)↑t\in[30,60],f(t)\uparrowt ∈ [30, 60], f(t) ↑

t∈[0,30]t\in[0,30]t ∈ [0, 30]

f′(t)=12602+t2−120tcosπ90t[(t2)′−120(tcosπ90t)′],t∈[0,30]=k(2t−120cosπ90t+120tπ90sinπ90t)t↑,(2t−120cosπ90t+120tπ90sinπ90t)↑f′(0)<0,f′(30)>0∃x0∈(0,30),x∈(0,x0),f′(x)<0,x∈(x0,60),f′(x)>0f'(t)=\frac{1}{2\sqrt{60^2+t^2-120t\cos\frac{\pi}{90}t}}[(t^2)'-120(t\cos\frac\pi{90}t)'],t\in[0,30]\\ =k(2t-120\cos\frac\pi{90}t+120t\frac\pi{90}\sin\frac\pi{90}t)\\ t\uparrow,(2t-120\cos\frac\pi{90}t+120t\frac\pi{90}\sin\frac\pi{90}t)\uparrow\\ f'(0)\lt0,f'(30)\gt0\\ \exists x_0\in(0,30),x\in(0,x_0),f'(x)\lt0,\\ x\in(x_0,60),f'(x)\gt0f (t) =′ [(t ) −
2 60 + t − 120t cos t2 2

90
π

1 2 ′ 120(t cos t) ], t ∈
90
π ′ [0, 30]

= k(2t − 120 cos t +
90
π

120t sin t)
90
π

90
π

t ↑, (2t − 120 cos t +
90
π

120t sin t) ↑
90
π

90
π

f (0) <′ 0, f (30) >′ 0

∃x ∈0 (0, 30),x ∈ (0,x ), f (x) <0
′ 0,

x ∈ (x , 60), f (x) >0
′ 0

mint∈[0,60]f(t)=f(x0),x0∈(0,30)\min_{t\in[0,60]} f(t)=f(x_0),x_0\in(0,30)min f(t) =t∈[0,60] f(x ),x ∈0 0 (0, 30)

f(x)=f(x)=f(x) =

f(x)f(x)f(x) R\mathbf{R}R

f(x)f(x)f(x) [0,1][0,1][0, 1]

x=0x=0x = 0 f(x)f(x)f(x)

f(x)={1x+1,x≥01−x+1,x<0f(x)=\begin{cases}\frac1{x+1},x\ge0\\ \frac1{-x+1},x\lt0\end{cases}
f(x) = { ,x ≥ 0

x+1
1

,x < 0−x+1
1

f(x)=cosxx2+1f(x)=\frac{\cos x}{x^2+1}f(x) =
x +12
cos x

f(x)f(x)f(x)

x0>0x_0>0x >0 0 f(x0)=22f(x_0)=\frac{\sqrt{2}}{2}f(x ) =0 2
2

f(x)f(x)f(x) y=1xy=\frac{1}{x}y =
x
1

f(x)f(x)f(x)
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其中所有正确结论的序号是______。

①:显然 ,错误

②: ,由零点存在性定理,正确

③:

这将与三角函数的有界性矛盾,故无公共点

④:

显然, 为奇函数,则 的零点关于 对称.

根据零点存在性定理,必然存在无数个

正确答案:②③

12.

(2025 北京育才学校高三上期中) 已知函数 ，给出下列四个结论：

① 当  时，对任意 ，  有 1 个极值点；

② 当  时，存在 ，使得  存在极值点；

f(1)+f(−1)=2f(1)≠0f(1)+f(-1)=2f(1)\ne0f(1) + f(−1) = 2f(1) = 0

f(0)=1,x→+∞,f(x)→0f(0)=1,x\to+\infty,f(x)\to0f(0) = 1,x → +∞, f(x) → 0

cosxx2+1=1xcosx=x+1x∣cosx∣=∣x+1x∣≥2\frac{\cos x}{x^2+1}=\frac1x\\ \cos x=x+\frac1x\\ |\cos x|=|x+\frac1x|\ge2=
x + 12

cosx
x

1

cosx = x +
x

1

∣ cosx∣ = ∣x + ∣ ≥
x

1
2

f′(x)=(−sinx)(x2+1)−(cosx)(2x)(x2+1)2=0(x2+1)sinx+2xcosx=0cosx≠0g(x)=(x2+1)tanx+2x=0f'(x)=\frac{(-\sin x)(x^2+1)-(\cos x)(2x)}{(x^2+1)^2}=0\\ (x^2+1)\sin x+2x\cos x=0\\ \cos x\ne0\\ g(x)=(x^2+1)\tan x+2x=0f (x) =′ =
(x + 1)2 2

(− sinx)(x + 1) − (cosx)(2x)2

0

(x +2 1) sinx + 2x cosx = 0

cosx = 0

g(x) = (x +2 1) tanx + 2x = 0

g(x)g(x)g(x) g(x)g(x)g(x) x=0x=0x = 0

x>0,k∈N∗,x→(π2+kπ)+,tanx→−∞,g(x)→−∞g(kπ)=2kπ>0x\gt0,k\in \N^*,x\to (\frac\pi2+k\pi)^+,\tan x\to -\infty,g(x)\to -\infty\\ g(k\pi)=2k\pi\gt0x > 0, k ∈ N ,x →∗ ( +
2
π

kπ) , tanx →+ −∞, g(x) → −∞

g(kπ) = 2kπ > 0

x∈(kπ,π2+kπ),k∈N∗,s.tf′(x)=0x\in(k\pi,\frac\pi2+k\pi),k\in \N^*,s.t f'(x)=0x ∈ (kπ, +2
π kπ), k ∈ N , s.tf (x) =∗ ′ 0

f(x)=13+x2−(kx+b)f(x)=\frac{1}{3+x^2}-(kx+b)f(x) = −3+x2
1 (kx + b)

k=0k=0k = 0 b∈Rb\in\mathbf{R}b ∈ R f(x)f(x)f(x)

k>18k>\frac{1}{8}k > 8
1 b∈Rb\in\mathbf{R}b ∈ R f(x)f(x)f(x)
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③ 当  时，对任意 ，  有一个零点；

④ 当  时，存在 ，使得  有 3 个零点。

其中所有正确结论的序号是______。

①: ,显然 是 唯一的极值点

②:

则②错误,因为 使得 单调递减

③:

取 , ,无零点

④:

b=0b=0b = 0 k∈Rk\in\mathbf{R}k ∈ R f(x)f(x)f(x)

0<b<130<b<\frac{1}{3}0 < b < 3
1 k∈Rk\in\mathbf{R}k ∈ R f(x)f(x)f(x)

k=0k=0k = 0 x=0x=0x = 0 f(x)f(x)f(x)

f′(x)=2x−1(x2+3)2−k=0x≠0k=2(−x)(x2+3)2=2(−x)(x2+1+1+1)2≤2∣x∣(4∣x∣)2=18(x=−1)x=0,k=0f'(x)=2x\frac{-1}{(x^2+3)^2}-k=0\\ x\ne0\\ k=\frac{2(-x)}{(x^2+3)^2}\\ =\frac{2(-x)}{(x^2+1+1+1)^2}\\ \le \frac{2|x|}{(4\sqrt{|x|})^2}=\frac18(x=-1)\\ x=0,k=0f (x) =′ 2x −
(x + 3)2 2

−1
k = 0

x = 0

k =
(x + 3)2 2

2(−x)

=
(x + 1 + 1 + 1)2 2

2(−x)

≤ =
(4 )∣x∣ 2

2∣x∣
(x =

8
1

−1)

x = 0, k = 0

k>18k\gt\frac18k > 8
1 f(x)f(x)f(x)

f(x)=0kx=1x2+3kx(x2+3)=1kx3+3kx−1=0f(x)=0\\ kx=\frac{1}{x^2+3}\\ kx(x^2+3)=1\\ kx^3+3kx-1=0f(x) = 0

kx =
x + 32

1

kx(x +2 3) = 1

kx +3 3kx − 1 = 0

k=0k=0k = 0 f(x)≠0f(x)\ne0f(x) = 0
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通过选取较小的 ,可以让 出现不单调的情况,这否定不了④.

我们使用一元三次方程有三个不同实根的充要条件:

解答题

13.

(2025 北京第五十五中学高三上期中)已知函数  .

(1)当 时,求曲线 在点 处的切线方程;

(2)讨论函数 在区间 上的极值点的个数;

(3)若函数 在区间 上有唯一零点 ,证明: .

14.

(2025北京顺义牛栏山第一中学高三上期中)已知函数 在 处的切线为 .

(1)求 ;

(2)证明:函数 有最小值.

15.

(2025北京汇文中学高三上期中)已知函数

(1)求曲线 在点 处的切线方程；

(2)设函数 .

(i) 求  的单调区间;

kx+b=1x2+3(kx+b)(x2+3)−1=0g(x)=kx3+bx2+3kx+(3b−1)=0g′(x)=3kx2+2bx+3kΔ=4b2−36k2>0kx+b=\frac{1}{x^2+3}\\ (kx+b)(x^2+3)-1=0\\ g(x)=kx^3+bx^2+3kx+(3b-1)=0\\ g'(x)=3kx^2+2bx+3k\\ \Delta=4b^2-36k^2\gt0kx + b =
x + 32

1

(kx + b)(x +2 3) − 1 = 0

g(x) = kx +3 bx +2 3kx + (3b − 1) = 0

g (x) =′ 3kx +2 2bx + 3k

Δ = 4b −2 36k >2 0

kkk g(x)g(x)g(x)

Δ=b2(3k)2−4k(3k)3−4b3(3b−1)−27k2(3b−1)2+18k(b)(3k)(3b−1)>0\Delta=b^2(3k)^2-4k(3k)^3-4b^3(3b-1)-27k^2(3b-1)^2+18k(b)(3k)(3b-1)\gt0Δ = b (3k) −2 2 4k(3k) −3 4b (3b −3 1) − 27k (3b −2 1) +2 18k(b)(3k)(3b − 1) > 0

f(x)=aex−ln(x+1)(a∈R,a≠0)f(x)=ae^x-\ln(x+1)(a\in\mathbf{R},a\neq 0)f(x) = ae −x ln(x + 1)(a ∈ R, a = 0)

a=2a=2a = 2 y=f(x)y=f(x)y = f(x) (0,f(0))(0,f(0))(0, f(0))

f(x)f(x)f(x) [0,+∞)[0,+\infty)[0, +∞)

f(x)f(x)f(x) [0,+∞)[0,+\infty)[0, +∞) ttt t<1t<1t < 1

f(x)=x2−2xeaxf(x)=\frac{x^2-2x}{e^{ax}}f(x) =
eax

x −2x2 x=2x=2x = 2 y=2e2x−4e2y=\frac{2}{e^2}x-\frac{4}{e^2}y = x −
e2
2

e2
4

aaa

f(x)f(x)f(x)

f(x)=x+2x2+3xf(x)=\frac{x+2}{x^2+3x}f(x) =
x +3x2
x+2

y=f(x)y=f(x)y = f(x) A(−2,f(−2))A(-2,f(-2))A(−2, f(−2))

g(x)=f(x)−ln(x+2)g(x)=f(x)-\ln(x+2)g(x) = f(x) − ln(x + 2)

g(x)g(x)g(x)
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(ii) 判断  的零点个数,并说明理由;

(3)若存在  条互相平行的直线与曲线  相切,写出  的最大值(只需写出结论)

16.

(2025 北京北师大附中高三上期中)已知函数 ( ).

(1)若 ,求函数  的单调区间;

(2)若函数  在区间  和  上各恰有一个零点,分别记为  和 ,

(i) 证明:函数  在两点 ,  处的切线平行;

(ii) 记曲线  在点  处的切线与两坐标轴围成的三角形面积为 ，求  的最大值。

17.

(2025 北京北师大附中高三上期中)已知函数 ( ).

(1)求曲线  在点  处的切线方程;

(2)求  的极小值点;

(3)当  时,若对任意 ,  恒成立,记此时实数  的最大值为 ,求 
的解析式.

18.

(2025 北京第八中学高三上期中)已知函数  .

(1)若 ,求  的零点;

(2)若 ,讨论  的单调性;

(3)若 ,  为自然对数的底数,证明: .

19.

(2025 北京顺义第一中学高三上期中)函数  的定义域为 , ,  的导函数 
,  为  处的切线.

(1)  的最小值;

(2) ,除点  外,曲线  均在  上方;

(3) 若  时,直线  过  且与  垂直, ,  分别于  轴的交点为  与 ,求  的取值范围.

g(x)g(x)g(x)

mmm y=f(x)y=f(x)y = f(x) mmm

f(x)=(x2−ax+1)lnxf(x)=(x^2-ax+1)\ln xf(x) = (x −2 ax + 1) lnx a∈Ra\in\mathbf{R}a ∈ R

a=2a=2a = 2 f(x)f(x)f(x)

f(x)f(x)f(x) (0,1)(0,1)(0, 1) (1,+∞)(1,+\infty)(1, +∞) x1x_1x1 x2x_2x2

f(x)f(x)f(x) (x1,0)(x_1,0)(x , 0)1 (x2,0)(x_2,0)(x , 0)2

y=f(x)y=f(x)y = f(x) (x1,0)(x_1,0)(x , 0)1 SSS Sx2−x1\frac{S}{x_2-x_1}
x −x2 1

S

f(x)=x2kx−1f(x)=\frac{x^2}{kx-1}f(x) =
kx−1
x2 k∈Rk\in\mathbf{R}k ∈ R

y=f(x)y=f(x)y = f(x) (0,f(0))(0,f(0))(0, f(0))

f(x)f(x)f(x)

k>0k>0k > 0 x∈(1k,+∞)x\in\left(\frac{1}{k},+\infty\right)x ∈ , +∞(
k
1 ) k2f(x)>ax+1k^2f(x)>ax+1k f(x) >2 ax + 1 aaa g(k)g(k)g(k) g(k)g(k)g(k)

f(x)=aln2x−xlnx+xf(x)=a\ln^2 x-x\ln x+xf(x) = a ln x −2 x lnx + x

a=0a=0a = 0 f(x)f(x)f(x)

a>0a>0a > 0 f(x)f(x)f(x)

a∈(0,1)a\in(0,1)a ∈ (0, 1) e\mathrm{e}e f(ea)<1f(\mathrm{e}^a)<1f(e ) <a 1

f(x)f(x)f(x) (−1,+∞)(-1,+\infty)(−1, +∞) f(0)=0f(0)=0f(0) = 0 f(x)f(x)f(x)
f′(x)=(x+1)ln(x+1)f'(x)=(x+1)\ln(x+1)f (x) =′ (x + 1) ln(x + 1) l1l_1l1 A(a,f(a))(a≠0)A(a,f(a))(a\neq 0)A(a, f(a))(a = 0)

f′(x)f'(x)f (x)′

a>0a>0a > 0 AAA y=f(x)y=f(x)y = f(x) l1l_1l1

−1<a<0-1<a<0−1 < a < 0 l2l_2l2 AAA l1l_1l1 l1l_1l1 l2l_2l2 xxx x1x_1x1 x2x_2x2 2a−x1−x2x2−x1\frac{2a-x_1-x_2}{x_2-x_1}
x −x2 1

2a−x −x1 2
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20.

(2025 北京通州高三上期中)已知函数  的定义域为 ,其导函数 .

(1)当  时,求  的单调区间;

(2)若 ,求证:函数  的图象恒在函数  的图象的上方;

(3)若  为  的极大值点,求实数  的取值范围.

21.

(2025 北京通州高三上期中)已知函数  有三个零点记为 
,其中  和 .

(1)求实数  的取值范围;

(2)记曲线  在点  处的切线为 ,设直线  与  轴交点的坐标为 ,求  的范围.

22.

(2025 北京通州高三上期中)设函数 ,且 .

(1)求  的值;

(2)已知  在区间  上单调递减,再从条件1、条件2、条件3这三个条件中选择一个作为已知,使函数 
 存在,求  在区间  上的取值范围.

条件①： ;

条件②：  是  的一个极值点;

条件③：  的图象关于点  对称;

注：如果选择的条件不符合要求,第(2)问得0分,如果选择多个符合要求的条件分别解答,按第一个解答计分.

23.

(2025 北京第一六六中学高三上期中)已知函数 , .

(1)当  时,求曲线  在  处的切线方程;

(2)当  时,

① 证明：函数  在区间  内存在唯一的极值点；

② 记  在区间  内的极值点为 ，设函数 ， ，讨
论函数  的单调性。

f(x)f(x)f(x) R\mathbf{R}R f′(x)=ex−2ax−1f'(x)=\mathrm{e}^x-2ax-1f (x) =′ e −x 2ax − 1

a>0a>0a > 0 f′(x)f'(x)f (x)′

f(0)=k+1,g(x)=−ax2+kf(0)=k+1,g(x)=-ax^2+kf(0) = k + 1, g(x) = −ax +2 k f(x)f(x)f(x) g(x)g(x)g(x)

x=0x=0x = 0 f(x)f(x)f(x) aaa

f(x)=x3−ax2+ax−1f(x)=x^3-ax^2+ax-1f(x) = x −3 ax +2 ax − 1
x1,x2,x3(x1<x2<x3)x_1,x_2,x_3(x_1<x_2<x_3)x ,x ,x (x <1 2 3 1 x <2 x )3 x1∈(0,1)x_1\in(0,1)x ∈1 (0, 1) x3∈(1,+∞)x_3\in(1,+\infty)x ∈3 (1, +∞)

aaa

y=f(x)y=f(x)y = f(x) (x1,0)(x_1,0)(x , 0)1 lll lll yyy (0,m)(0,m)(0,m) mmm

f(x)=2sin(ωx+φ)(ω>0,∣φ∣<π2)f(x)=2\sin(\omega x+\varphi)\left(\omega>0,|\varphi|<\frac{\pi}{2}\right)f(x) = 2 sin(ωx + φ) ω > 0, ∣φ∣ <( 2
π ) f(0)=3f(0)=\sqrt{3}f(0) = 3

φ\varphiφ

f(x)f(x)f(x) [π12,7π12]\left[\frac{\pi}{12},\frac{7\pi}{12}\right],[ 12
π

12
7π ]

f(x)f(x)f(x) f(x)f(x)f(x) [0,π2]\left[0,\frac{\pi}{2}\right]0,[ 2
π ]

f(π6)−f(0)=1f\left(\frac{\pi}{6}\right)-f(0)=1f −( 6
π ) f(0) = 1

x=π12x=\frac{\pi}{12}x = 12
π f(x)f(x)f(x)

f(x)f(x)f(x) (π3,0)\left(\frac{\pi}{3},0\right), 0( 3
π )

f(x)=ln(1+x)−x+12x2−kx3f(x)=\ln(1+x)-x+\frac{1}{2}x^2-kx^3f(x) = ln(1 + x) − x + x −2
1 2 kx3 k∈Rk\in\mathbf{R}k ∈ R

k=0k=0k = 0 y=f(x)y=f(x)y = f(x) (0,0)(0,0)(0, 0)

0<k<130<k<\frac{1}{3}0 < k < 3
1

f(x)f(x)f(x) (0,+∞)(0,+\infty)(0, +∞)

f(x)f(x)f(x) (0,+∞)(0,+\infty)(0, +∞) mmm g(x)=f(m+x)−f(m−x)g(x)=f(m+x)-f(m-x)g(x) = f(m + x) − f(m − x) x∈(0,m)x\in(0,m)x ∈ (0,m)
g(x)g(x)g(x)
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24.

(2025 北京朝阳高三上期中)已知函数 .

(1)求  在区间  上的最大值;

(2)若函数 ,求证:  在区间  上有且只有一个极大值点;

(3)若 ,写出  的取值范围.(只需写出结论)

25.

(2025 北京朝阳高三上期中)已知函数 .

(1)当  时,求曲线  在点  处的切线方程;

(2)讨论函数  的单调性.

26.

(2025 北京海淀高三上期中)已知函数  有两个极值点 . 记 , 
.

(1)若点 在直线 上,求 的值;

(2)若函数 的图象上存在点 ,使得 是以 为顶点的等腰三角形,求 的取值范围.

27.

(2025 北京海淀高三上期中)已知函数 ,再从条件1、条件2、条件3这三个条件中选择一个
作为已知,使得 唯一确定,求:

(1)曲线 在点 处的切线方程;

(2)函数 的单调区间.

条件①： ;

条件②： ;

条件3： 。

注：如果选择的条件不符合要求，本题得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个解答计分。

28.

(2025 北京东直门中学高三上期中)已知函数 , .

(1)当  时,求  的单调区间;

(2)已知  有两个极值点 , ,且 ,

f(x)=sinx2+cosxf(x)=\frac{\sin x}{2+\cos x}f(x) = 2+cos x
sin x

f(x)f(x)f(x) [0,π][0,\pi][0,π]

g(x)=f(x)−1πxg(x)=f(x)-\frac{1}{\pi}xg(x) = f(x) − x
π
1 g(x)g(x)g(x) (0,π2)\left(0,\frac{\pi}{2}\right)0,( 2

π )

x∈(0,π)x\in(0,\pi)x ∈ (0,π) x−f(x)x+f(x)\frac{x-f(x)}{x+f(x)}
x+f(x)
x−f(x)

f(x)=2lnx−(2a+1)x+12ax2(a∈R)f(x)=2\ln x-(2a+1)x+\frac{1}{2}ax^2(a\in\mathbf{R})f(x) = 2 lnx − (2a + 1)x + ax (a ∈2
1 2 R)

a=0a=0a = 0 y=f(x)y=f(x)y = f(x) (1,f(1))(1,f(1))(1, f(1))

f(x)f(x)f(x)

f(x)=x3+axf(x)=x^3+axf(x) = x +3 ax x1,x2(x1<x2)x_1,x_2(x_1<x_2)x ,x (x <1 2 1 x )2 A(x1,f(x1))A(x_1,f(x_1))A(x , f(x ))1 1

B(x2,f(x2))B(x_2,f(x_2))B(x , f(x ))2 2

AAA y=−2xy=-2xy = −2x aaa

g(x)=e−axg(x)=e^{-ax}g(x) = e−ax PPP △PAB\triangle PAB△PAB PPP aaa

f(x)=lnx+a(x−1)x−2f(x)=\ln x+\frac{a(x-1)}{x-2}f(x) = lnx +
x−2

a(x−1)

f(x)f(x)f(x)

y=f(x)y=f(x)y = f(x) (1,f(1))(1,f(1))(1, f(1))

f(x)f(x)f(x)

f(1)=0f(1)=0f(1) = 0

f(4)=2ln2+32f(4)=2\ln 2+\frac{3}{2}f(4) = 2 ln 2 + 2
3

f′(3)=−23f'(3)=-\frac{2}{3}f (3) =′ − 3
2

f(x)=x2−ax+2lnxf(x)=x^2-ax+2\ln xf(x) = x −2 ax + 2 lnx a∈Ra\in\mathbf{R}a ∈ R

a=5a=5a = 5 f(x)f(x)f(x)

f(x)f(x)f(x) x1x_1x1 x2x_2x2 x1<x2x_1<x_2x <1 x2
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(i)求实数  的取值范围;

(ii)求  的最小值.

29.

(2025 北京育才学校高三上期中)已知函数 .

(1)求函数  的图象在点  处的切线  的方程;

(2)当  时,求证: ;

(3)讨论函数 (  且为常数)零点的个数.

30.

(24-25 高三上·北京高三上期中)已知函数  在  处有极值-1.

(1)求实数 ,  的值;

(2)求函数  的单调区间.

31.

(2025 北京第一七一中学高三上期中)已知函数 .

(1)求曲线  在点  处的切线方程;

(2)求  的单调区间;

(3)若关于  的方程  有两个不相等的实数根,记较小的实数根为 ,求证: 。

32.

(2025 北京第四中学高三上期中)已知函数 。

(1)若 ,求  的极值;

(2)若 ,求  的最大值。

33.

(2025 北京第一六一中学高三上期中)已知函数 。

(1)当  时,求证:

① 当  时， ；

② 函数  有唯一极值点；

aaa

2f(x1)−f(x2)2f(x_1)-f(x_2)2f(x ) −1 f(x )2

f(x)=exxf(x)=\frac{e^x}{x}f(x) =
x
ex

y=f(x)y=f(x)y = f(x) P(1,f(1))P(1,f(1))P (1, f(1)) lll

x>0x>0x > 0 f(x)>xf(x)>xf(x) > x

y=f(x)−bxy=f(x)-bxy = f(x) − bx b∈Rb\in\mathbf{R}b ∈ R

f(x)=x3+ax2+bx−1f(x)=x^3+ax^2+bx-1f(x) = x +3 ax +2 bx − 1 x=1x=1x = 1

aaa bbb

g(x)=ax+lnxg(x)=ax+\ln xg(x) = ax + lnx

f(x)=x−alnxf(x)=x-a\ln xf(x) = x − a lnx

y=f(x)y=f(x)y = f(x) (1,f(1))(1,f(1))(1, f(1))

f(x)f(x)f(x)

xxx x−alnx=0x-a\ln x=0x − a lnx = 0 x0x_0x0 (a−1)x0>a(a-1)x_0>a(a − 1)x >0 a

f(x)=x−alnx−b(a,b∈R,a≠0)f(x)=x-a\ln x-b(a,b\in\mathbf{R},a\neq0)f(x) = x − a lnx − b(a, b ∈ R, a = 0)

a=b=1a=b=1a = b = 1 f(x)f(x)f(x)

f(x)≥0f(x)\geq0f(x) ≥ 0 ababab

f(x)=ax2−xsinx+bf(x)=ax^2-x\sin x+bf(x) = ax −2 x sinx + b

a=1a=1a = 1

x>0x>0x > 0 f(x)>bf(x)>bf(x) > b

f(x)f(x)f(x)
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(2) 若曲线  与曲线  在某公共点处的切线重合，则称该切线为  和  的“优切线”。若曲线 
 与曲线  存在两条互相垂直的“优切线”，求  的值。

34.

(2025 北京西城外国语学校高三上期中)设 ,函数 .

(1)当  时,求曲线  在点  处的切线方程;

(2)求  的单调区间;

(3)若函数  有两个相异零点 , ,求证: .

35.

(2025 北京第十四中学高三上期中)已知函数 .

(1)当  时,

(i) 求曲线  在点  处的切线方程;

(ii) 求证: , .

(2)若  在  上恰有一个极值点,求  的取值范围.

36.

(2025 北京昌平第一中学高三上期中)已知函数 ( ).

(1)当  时,求曲线  在点  处的切线方程;

(2)求  的单调区间;

(3)若  恰有两个零点,求实数  的取值范围.

C1C_1C1 C2C_2C2 C1C_1C1 C2C_2C2

y=f′(x)y=f'(x)y = f (x)′ y=−cosxy=-\cos xy = − cosx a,ba,ba, b

a∈Ra\in\mathbf{R}a ∈ R f(x)=lnx−axf(x)=\ln x-axf(x) = lnx − ax

a=0a=0a = 0 y=f(x)y=f(x)y = f(x) (e,f(e))(\mathrm{e},f(\mathrm{e}))(e, f(e))

f(x)f(x)f(x)

f(x)f(x)f(x) x1x_1x1 x2x_2x2 x1x2>e2x_1x_2>\mathrm{e}^2x x >1 2 e2

f(x)=ex−1−msinx(m∈R)f(x)=\mathrm{e}^x-1-m\sin x(m\in\mathbf{R})f(x) = e −x 1 − m sinx(m ∈ R)

m=1m=1m = 1

y=f(x)y=f(x)y = f(x) (0,f(0))(0,f(0))(0, f(0))

∀x∈(0,π2)\forall x\in\left(0,\frac{\pi}{2}\right)∀x ∈ 0,( 2
π ) f(x)>0f(x)>0f(x) > 0

f(x)f(x)f(x) (0,π2)\left(0,\frac{\pi}{2}\right)0,( 2
π ) mmm

f(x)=lnx−(a+2)x+ax2f(x)=\ln x-(a+2)x+ax^2f(x) = lnx − (a + 2)x + ax2 a∈Ra\in Ra ∈ R

a=0a=0a = 0 y=f(x)y=f(x)y = f(x) (1,f(1))(1,f(1))(1, f(1))

f(x)f(x)f(x)

f(x)f(x)f(x) aaa
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